Kit de survie - Bac S

1 Inégalités - Etude de signe

1-1 Opérations sur les inégalités

Regles usuelles:

Pour touta : r<ysSr+a<y+a memesens
Pour toutk > 0 : r<y=kr<ky méme sens
Pour toutk < 0 : r<y=kx>ky sens contraire
Pourz ety de néme signe z <y = % > 5 sens contraire
Pourz > 0ety >0: r<y= 1% <y? méme sens
Pourz > 0ety > 0: T<y=>r <y méme sens
Pourz > 0ety > 0: r<y=lnzr<lny méme sens
Pour touse ety : x<y=e*r<e¥ méme sens
Si f croissante *: r<y= f(z) < fly) méme sens
Si f décroissante *: r<y= f(z)> f(y) senscontraire

(* sur un intervalle contenant ety)

» Exemples:
1

e Sachant qu8 < x < 5, que peut-on en conclure pog{—?
— X

. 1 1 .
3<x<b=-3>—x>-5(senscontraire)=0>3 -z > -2 = Eyp < ) (sens contraire)
— X
1 1
e Comment montrer que pour tout> 1, — < 271?
X xr4 —
Pour toutr > 1:

0<z?—-1<z2?=Va2-1<Va?2= Va2 -1<uz(carr >0)=

1 .
> — (sens contraire)
x

1
Va2 -1

Rappels:

¢ On peut toujourgjouter membrea membre deux Egaliés.

e On peutmultiplier membrea membre deux iegali€és si tous les termes squsitifs.
e On ne peut pas soustraire ou diviser membré& membre deux iregalités.

Encadrement dex — y:
e On cétermine d’abord un encadrement-dg, puis on effectue la somme memkrenembre avec celui de

—2<r<3 —2<r<3
= =>-l<x—y<T.

» Exemple: )
—4d<y<—1 1 < —y < 4 (sens contraire)

Encadrement de™ : (les bornes de I'encadrement détant de rdme signe - idem pow)
)

) 1 .. . .
e On cétermine d’abord un encadrement-depuis il faut s’arranger pour multiplier membaemembre deux encadrements d
Y
tous les termes sopositifs.

8<ax <9 8<ar<9
» Exemple 1: = 1 1 1 )
I<y<4 1 < " < g(sens contraire)

~o<2 3
y

<< —1 1 < —z < 2 (sens contraire)

» Exemple 2: = 1 1 1 .
2<y<3 =< " < 3 (sens contraire)

3
1 —x T 1 .
= 3 <—<l=-1<-< —3 (sens contraire)
Y

ont
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M éthode importantea conndtre : (valable pour les fonctions et les suites)
e Pour montrer qued < B, il est dans certains cas plus facile de calculer B, puis enétudiant son signe de montrer q
A—-B<O.

. -8
» Exemple 1:Comment montrer que si < 1 alors 233 9 <1?
v _
JF
8 1 1 1 0
- — - > — —z>

Pour toutr < 1, z —1:M<O.Car,x<1:> v = v

2z —9 (22 —9) 2c < 2 2 —9<-7<0

——
» Exemple 2: Comment montrer que 8i< U,, < 3 alors 85":563 <37
8U, +3 5U, " 15 5U, <15 5U, —15<0
ntS 3 2= car0<U, <3 " = "

U,+6 U, +6 6<U,+6 0<U,+6

N——

+

1-2 Signedeazr+0b (a#0)

On cetermine la valeur de qui annuleazx + b, puis on applique laggle : "signe de: apies le0”.

X -0 —b/a +0
ax+b signe de (—a) @ signe de a

1-3 Signe de az® +bzr + ¢ (a #0)

On calcule la discriminanh = b? — 4ac (sauf casgvidents)
e Si A < 0, on applique laggle : "toujours du signe de'.

X -0 +[J
axz+bx+c Signe de a
e SiA = 0, on calcule la racine doubler; = —;.

a
On applique alors laggle : "toujours du signe deet s’annule pout: = 1",

X -0 x1 +0
ax?tbx+c | Signedea Signe de a
e Si A > 0, on calcule les deux racines; = _b;iA etry = _b;r \/Z.
a a
On applique alors laggle : "signe de: a I'extérieur des racines”.
X -0 x1 X2 +L

ax?tbx+c | Signe de a Signe de (-a) ¢Signe de a

(on suppose que; < z3)

1-4 Autres signes

(on ne s’inéresse pas ici aux cas on utilise les variations d'une fonction auxiliaire)
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Inégalitesa connditre :

e Pourtoutz, 22 >0,¢* >0, -1 <cosz<1,—1<sinzx
elnzx <Opourl <z <1

elnx > 0pourz > 1.

N
—_

» Exemples d’application :

e.’IJ

Pourtoutﬂc,2+cosx>0,sinx—1éO,—zi < 0.
x?+1

Dans les autres cas (agrs avoir factorise au maximum) :

Pourétudier le signe d’'une expressiot(z) sur un intervallel (dans le cas @ A reptesente une fonction continue slj; on
résoud l'irequationA(z) > 0 (on cherche ce qui annule I'expression etroettre le(s) signe(s) +)

» Exemple 1 Etude du signe dé3 — Inz) surl = ]0; +oo.

3—lnz>0<3>hzee® >z

On en conclut que I'expression s'annule paut e et qu'il faut mettre le signe + pour < = < e3:

X 0 e3 +[]
3—Inx + ) -

» Exemple 2 Etude du signe dé:'/* — 2) surI = ]0; +oc.

1
e/t _2>0se/t 220 - >m2e < —.
€T In2

. 1 . ) 1
On en conclut que I'expression s’annule peute s et qu’il faut mettre le signe + pour < x < ) :
n n

X 0 UIn2 +[

elX _o + D —

1-5 Utilisation des variations d’une fonction pour déterminer son signe

Les cas les plus classiques:

+
(minimum positif) (maximum négatif)
® ®
@/a/ ©
(f croissante) (f décroissante)
2 Suites

2-1 Etude du sens de variation

M éthode 1(la plus fiable - convient dans tous les cas)
e Si pour toutn > ng, U, 11 — U, > 0 alors la suite est croissaraepartir deng.
e Si pour toutn > ng, U,1 — U, < 0 alors la suite est&troissanté partir deny.

Méthode 2: pour les suites dont tous les termes ssirittement positifs
Un+1

e Si pour toutn > ny, > 1 alors la suite est croissardepartir deng.

n

U71,+1

e Si pour toutn > ny, < 1 alors la suite est&troissant@ partir deng.

n

Bac S (©P.Brachet - www.xm1math.net 3



Méthode 3: pour les suitesé&finies de fagon explicite pdf,, = f(n).
¢ Si f est croissante sy@; +oo[ alors la suite est croissante.
¢ Si f est cecroissante suyf; +oo| alors la suite est&troissante.

2-2 Suites arithmétiques

On passe d'un terme au terme suivant en ajoutant toujourgémeenmombre; appeé raison de la suite.
e Pourtoutn: Upp1 =Up+a; U,=Up+na; U,=Uy+(n—pa
e Si pour toutn, U,,+1 — U,, = constante alor§lU,,) est une suite arithétique de raisokgalea la constante.

U, + U, — (nb de termes) x ler terme;r dernier

oU,+Upt1+-+Up=(n—p+1)x
¢ Si la raisonu est positive, la suite est croissante.
¢ Si la raisona est regative, la suite estatroissante.
e Les points de la repsentation graphique d’'une suite aritique se situent sur uneéme droite.

» Exemple:

Soit (U,,) la suite arithrétique de ler term&, = 2 et de raisorm = 3.
Uiop=Up+10a=2+10x3=32; U33=Up+33a=2+33x3=101

Pour toutn, U,, = Uy + na :22 +§§z .

Up+Ui+---+Ujp=11x + = 187. (attention: le nb de termes esgala 11 pasa 10!)

La suite est strictement croissante ¢as 0 .

2-3 Suites géométriques

On passe d’'un terme au terme suivant en multipliant toujours paéfeemombreé appet raison de la suite.
e Pourtoutn: Upy1 =0-U,, ; U,=0b0"-Uy; U,=0""7.U,
e Si pour toutn, Ug‘,“ = constante alor§l,,) est une suite gonétrique de raisoggalea la constante.

" 1— bn—p+1 1— bnb de termes

.Up+Up+1+"'+Un:Up X ﬁ - 1erterme>< T (pourb;é 1)
e Pourétudier le sens de variation, on calcllg,; — U,, et on factorise.

(remarque : sib < 0 la suite est ni croissante, nédroissante - il est donc inutile de faire le calcul)

» Exemple:

Soit (U,,) la suite gonetrique de ler term&, = 5 et de raisor = 2.
U4:b4'U0:24X5:80; U10:b10~U0:210X5:5120
Pour toutn, U,, =b"™ - Uy =5-2".

1-29 : P X
Us+U;+---+Us=5x =5 = 2555. (attention : le nb de termes esgala 9 pasa 8!)
Upy1 — U, =5-2"Tt —5.2n =5.27. (2 — 1) = 5. 2" > (. La suite est croissante.

2-4 Raisonnement par récurrence

Principe général :

Pour montrer qu’une progrée dependant d’'un entier est vraie pour tout > ng :

e on \erifie que la prop@te est vraie au rang.

e 0N suppose la pro@é vraie au rang (en traduisant ce que cela signifie) on montre qu’alors la prof@i est vraie au ran
p+1.

e on conclut en disant que la prop# est donc vraie pour tout > ny.

» Exemple:

Montrons par @currence que la suit@/,,) définie parUy = 1 etU,,+1 = v/2 + U,, est positive et majée par 2:
e 0 < Uy < 2. La proprété est vraie au ran@.

e On suppose la prof@é vraie au rang, c'esta dire qued < U, < 2.
Onaalors2<2+U,<4=v2<2+0,<2=0< U, <2

La proprété est alors vraie au rang+ 1.

o Elle est donc vraie pour touit.
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2-5 Limites de suite

e Une suite(U,,) est diteconvergentes'il existe unréell tel que hm U, =1L

n—-+oo

¢ La suite est ditelivergentesi elle n'admet pas de limite ou slim U,, = +o0

n—-+4oo

e Les tlteomes sur les d@rations avec les limites de fonction restent valables pour les suites.

Pour les suitesé&finies pai/,, = f(n): si f admet une limite er-oco alors lirf U, = hr}rl f(z).
n—-1+0oo o0
(dans la pratique, on peut continuarutiliser n comme variable)

> Exemple:
n n 1
n—toon2+1 n—toon? (1 + 1 ) n—+oo n (1 + )
car hm 24 =0, donc hm 1+ o —=1let lir}rl n(1+%) = +00.
Limite de b™:
esi—1 <b< 1alors lirf " =0.
esib > 1alors lirf " = +o00.
e sib < —1 alors la suite de termegéralb™ n'admet pas de limite.

» Exemples :
o lim (V3)" = +oocarv3 > 1.
o lim 3-(1- (1)) =3car-1< 3} < 1,donc lim ()" =0et lim 1 (H"=1.

Théorémes de comparaison:
e Si pour toutn > ng, U, > V,, et si hm V,, = +oo alors hm U,, = +o0.

TL—> o0 7I—> oo
e Si pour toutn > ng, U, < W, etsi lim W, = —ocoalors lim U, = —cc.

n—-+oo n—-+oo

e Si pour toutn > ng, V,, < U, < W, etsi hrJrrl V, = lirf W,, =1 (I réel) alors hrJrrl U, =1.

» Exemple:

1 cosn 1 . 1 . 1 cosn
Pourtoutn > 1, —— < <—et lim —— = lim — =0.Donc, hm
n n n n—+oo n n—-+oo N n—+oo N

=0.

Convergence des suites monotones :
e toutes suite croissante et magerest convergente.
e toutes suite @croissante et minée est convergente.

Suites adjacentes:
¢ Deux suiteqU,,) et (V,,) sont dites adjacentes si I'une est croissante, 'aléoralssante
et si hm U, -V, =0.

n—-4oo

e Deux suites adjacentes sont convergentes et elles admette@tia imite.

» Exemple:

. . e 1 n
Soit (U,) et(V,) les suites dfinies pat/,, =1 — — etV,, = 1+ (3)".

n
1 1 1 .
Pour toutn, U, — U, =1 — —-14—-—=——>0.(U,) est croissante.
i n+1 Jrn n(n+1)> (Un)
Pour toutn, Vo41 — Vi, = 1+ (3 )”+1 —1-3)"=3)"(3-1) = -2(3)" < 0.(V,) est ccroissante. De plus,
1 . .
lirf Up -V, = - (1)" =0 (car—1 < § < 1). Les suites sont adjacentes.

2-6 Suites récurrentes: U, = f (U,)

Si une suitgU,,) définie parU,,+1 = f (U,,) admet une limite&elle! et si la fonctionf est continue sur un intervalle conten3
lalorsond = f(I).
(! est une solution de&quationz = f(x) )

ant
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» Exemple:
. . - U,
Soit (U,,), la suite @&finie parlUy = 1 etU, 1 = e +3.
a) Repeésenter graphiquement les premiers termes de la suite :
On trace d’abord la repsentation graphique de la fonctigrdéfinissant la relation deécurrence (ici on g (x) = % +3)etla
droite déquationy = x.
On part ddJ, en abscisse : I'ordor@e du point de la courbe correspondaette abscisse nous doriig[(1) sur le graphiqué.
Pour cetermineils = f (Uy), il nous faut rabattré/; sur I'axe des abscisses [(@)r le graphiqugen utilisant la droite dquation
Yy=2x.
Dés lors,U; est 'ordonree du point de la courbe d’abscidse([(3) sur le graphiqué
Pour poursuivre la construction, obpete le pro€ce en rabattart/; sur I'axe des abscisses...

y=X
y=+3
U2 —————————————— —=
3 |
Ul ©) :
) -
0 ‘ :
U Yy Y
0

b) Montrer par tecurrence que la suite est magar par 4 :
aurang0l, =1 < 4.
. : o U, U,
on suppose la prog@ vraie au rang, c’esta dire quel/,, < 4. Alors Zp <1= L +3<4=Up <4

4
La propréte est alors vraie au rang+ 1. Elle est donc vraie pour tout

¢) Montrer que la suite est croissante et conclure sur sa convergence :

U, 3 . . ,
Pour toutn, U1 — U,, = 2 43-U, = 1 (4 -U,) = 0carU, < 4. La suite est donc croissante et comme elle est raajor

4
elle converge.
d) Déterminer la limite de la suite:

La suite converge vers ugel! et la fonctionf définie parf(z) = 2 + 3 est continue suR, donc! est une solution de&quation

e 3
x:f(x)@x:iJr?)@Zx:S@x:él.
L’ équation admettant 4 comme unique solution, onéatud que lim U, = 4.

n—-+oo

3 Etude de fonction

3-1 Parité - Périodicité

—

e f est paire sD; est syngtrique par rappoi O et sif (—x) = f(x) pour toutz € D;. La courbe dans un répe orthogonal es
symeétrique par rappow I'axe des ordonees.

e f estimpaire sD est synetrique par rappok O et sif (—z) = — f(«) pour toutr € Dy. La courbe dans un répe orthogona
est synétrique par rappo l'origine.

e une fonctionf définie surR est eriodique de priodeT si f(xz + T') = f(x) pour toutz. La courbe dans un repe orthogonal
est invariante par la translation de vectaus .
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3-2 Axe et centre de symétrie

e Cy admet la droite déquationz = a comme axe de syétrie dans un regre orthogonal si pour tout tel quea + h € Dy,

fla+h) = fla—h).

e C; admet le pointQ2 (a,b) comme centre de syétrie dans un regre orthogonal si pour tout tel quea = h € Dy,
fla+h)+ fla—h)

5 =b.
3-3 Limites
+oo 0
400 —00 +oo 0 - -
; y e NN () ()
Les quatres cas de forme &teérmiree sont( )+ ( ); ( )x( ); ﬁ; O
+ 0

Polyndmes et fonctions rationnelles ea-oo :
on met la plus grande puisssancerden facteur en haut et en bas, puis on simplifie.

Situation en +oco':

Iim Inz =400 ; lim e* =400
T —+00 T—+00

e Exemples:

Inzx
li —— = 0 (le plus fort est en bas

x

lim 6—2 = +o0 (le plus fort est en haut)

x——+oco I

M éthode genérale: Mettre le plus fort en facteur en haut et en bas.

» Exemple:
- 1 T 1 4 lnwz T 1
i e @ O L car tim &~ dooet tm E o
z—+oo x+1 r—+oo I (]_ + E) r——+00 I rz——+oo eT
Situation en —co :
lim e* =0 ; lim z%-e*=0 (a>0)

r— —00 r——00

M éthode genérale: on essaie de faire appéra ces limites.
Si cela ne suffit pas, on peut essayer le changement de vaNable-x

Situation en0:
In(1 + x) ] et —1

limlnz = —o0 ; limz%-lnz=0 (a>0); lim ——~ =1 lim =1
z—0 z—0 x—0 xX xz—0 x
x>0 x>0
. sinz . cosx—1
lim =1; lim —— =0
z—0 I x—0 x

M éthode genérale: on essaie de faire appéra ces limites.
. . 1
Si cela ne suffit pas, on peut essayer le changement de vakable-
T
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0

~ =
e Dans le cas d’'une forme igtermiree du typeg, on peut essayer d'utiliser la propt# suivante :

()

~—~—

0
Si f est erivable en alors lim W = f'(a) .

e Pour les expressions avec racine earon peut essayer de multiplier en haut et en bas par I'expression cemjoour lever la
forme incetermiree.

3-4 Asymptotes

e Si lim f(z) = +oo alors la droite verticale @quationz = a est asymptota Cy.

r—a

o Si hm f(z) = balors la droite horizontale 8tuationy = b est asymptota Cy.

fL’*)OO

o Si hm f(z) — (az + b) = 0 alors la droite ddquationy = ax + b est asymptote obliqueC'.
. De fagon @rérale, si lirf f(z) — g(z) = 0 alors les courbe€’; et C; sont asymptotes.

e Pour determiner la position relative entre deux courbgsetC;, onétudie le signe d¢(z) — g(x) (méthode aussi valable pour
les asymptotes horizontales et obliques):

- si f(x) — g(x) > 0 pour toutz d'un intervalle!, alorsC'; est sitiee au dessus d&; surl.

- si f(x) — g(x) < 0 pour toutz d’un intervallel, alorsC' est sitie en dessous @&, sur].

3-5 Dérivabilité - Tangente
e [ est cbrivable eru si lim M existe et eségaled un géel.

e si la limite n’existe que pour > a, f n’est cérivable qua droite.
e si la limite n'existe que pout < a, f n'est cerivable qua gauche.

o Si f est crivable em: alors uneéquation de la tangenteC; au point d'abscisse est :

y = f(a)+ f'(a)(z —a)

¢ Pour determiner les abscisses dag@ntuels points d€'y ou la tangente est paralea une certaine droite étjuatiory = ma+p,
il suffit de résoudre lequationf’(z) = m. (les coefficients directeurs devaiteégaux)

3-6 Continuité - Equation f(x) =

e f est continue en un poiatd’un intervallel C Dy si f admet une limite en et silim = f(a).
Tr—a
e Si f est cerivable ems alors f est continue ean.

e Si f estcontinue et strictement croissanteou strictement décroissantesur un intervallel et sik € f(I) alors I'équation
f(z) = k admet une unique solutiary dans!.
e Pour ceterminer une valeur appraah dezq, on utilise la nethode du "balayage”.

» Exemple: la fonction f définie parf(z) = x + e est continue et strictement croissante But [0,1] car f est cerivable et
f'(x) =14 e* > 0 surl. De plus2 est compris entrg(0) et f(1). On peut donc en conclure quédjuationf(z) = 2 admet
une unique solutiom, dans0,1].

Pour ceterminer une valeur approah dez, 210~ prés, on balaye I'intervalle avec un pas@é:

x 0/01/02(03(04/05/06|0,7(08|09|1
f(z)|1]12(14]16|19]|21

On a arét les calculs a@s0,5 car2 aété "franchi” par f(z).

En effet, d’apes le tableauf (0,4) < 2 < f(0,5). On peut donc en&Huire que 0,4 < z¢ < 0,5.
Conclusion:

0,4 est une valeur approéh dez, par défauta10~! prés.

0,5 est une valeur approé der, par excesa10~! pres.
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4 Logarithme et Exponentielle

e In z n'existe que sic > 0

eSia>0eth>0:

1 1
In(ab) =lna+Inb ; ln<a>:—lna; hl(%):lna—lnb; In(a®*) =alna ; ln\/azilna

elne=1; Inl=0; Inz<0 si0<z<l; Inz>0 siz>1

/

. /7“’
e(lnz)'==; (lnu) 7E(u>0)

1
T
elna=Inbsa=0;, Ina<lnbsa<b; Iha<lhnhbsa<bd

ey=c*Shy=x; In(e*)=x; "% =z (pourz>0)

ePourtoutz, e*>0: e'=1;: el=¢

b

e’ =eloa=b; e"<eloa<b: e*<etsaxgh

e Pour lesequations et iaquations avec logarithme, ne pas oublier de commence&fiairdes conditions d’existence (les ex-
pressions contenues dans un logarithme doig&etstrictement positives).

» Exemples dquations et d’'iBquations:

e Inx + In2 = 5. Condition d’existencez > 0.
Avec cette condition :

hzx+n2=5eh2r)=5c2r=" 1= %. S = {e}
e In (z + 2) < 1. Condition d’existencez + 2 > 0 < =z > —2.
Avec cette condition:
h(z+2)<lez+2<esr<e—2. S=]-2e—2]

0c2® _ 2% _3=0< X?-2X —3=0avecX = ¢~.

A=16; X=-1louX=23.
D'ou, e” = —1 (impossible) ow* =3 < 2 =1n3. S ={ln3}

) Inb5 Inb
oe”‘<56_z<:)e””<—<:)e2””<5(Careg”>0)<:>2x<ln5<:>x<n7. S:}—oo;r;[.
em

5 Primitives

e I’ est une primitive dg sur un intervallel si F' est cerivable suil et si pour tout: de I, F'(x) = f(z).

e Si F}) est une primitive dg sur intervallel alors toutes les primitives désur I sont de la formé’(x) = Fy(z) + C ou C est
une constantetelle.

e Toute fonction continue sur un intervalleadmet des primitives sur.

» Exemple:

Soit f définie surR par f(x) = 2z. f est continue suR, elle y admet donc des primitives.

Une primitive de f surR est la fonction/” définie parF'(z) = 2 (car pour toutr, F/(z) = f(x)).
Les primitives def surR sont les fonctions” définies parF'(z) = 2% + C.

La primitive de f surR qui s’annule pour: = 1 est la fonctionF” définie parF (z) = z? — 1.
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Primitives des fonctions usuelles

f définie par primitives surl I
fx)=a Fz)=azx+C R
" 1
fl@)=2"(n eN) F(x):n_:lJrC R
f(:v)z%(neN;n>1) F(x):m—i—c |—00;0[ 0u]0; +00]
flz) = % F(z) =2z +C 10; 4+o00]
f(z) =cosz F(z) =sinz+C R
f(z) =sinx F(x) =—cosxz+C R
f(x)—c0812$:1+tan2x F(z) =tanz + C —g—&-kﬂr;—&—g—i—kw (kez)
f(x):% F(z)=lnz+C 10; 400
flx)=¢€" Fz)=e"+C R
fl@)=2%(a e Ry #£ —1) F(x) = 20:1+C 10; +00]
Primitives : formules §rérales
forme def primitives def exemples
=aU’(x "(x z) =alU(x T f(z) = 32"+ 20 +1
f(w) = al'(z) + BV (@) F(z) = al(z) + 6V (2) + C AR S
f@) = U'(@)- U @) (0 M) Pl = L0 ¢ S
_U'(x) o) — 3z
(neN;n>1;U(z) #0) (n =1 [U()] F(x):m—&-c
B U/(.L) ' B f(x) — L
flz) = U(z) > 0) F(z) =2y/U(x)+C V3z +2
U(z) F(z)=23z+2+C
=U'(z) - cos[U(x x) =sin[U(z f(2) = 4w cos(22% + 1)
f(z) =U'(z) - cos [U(z)] F(z) [U(x)] +C Fle) = sin(22? 4 1) + C
— U'(x) - sin[Ulz ) — — cos [U(x f(z) = 5sin(5z)
f(x) =U'(z) - sin[U(z)] F(z) [U(x)]+C F(z) = — cos(52) + C
2z
i :U/(x) U(z) £ 0 F(z)=In[U(x)]+ C (siU(z) > 0) f(x):m
f@) U(x) Uie) #0) Fz)=In[-U(z)]+C (siU(z) < 0) Flz)=ln(z® + 1)+ C
z)=U'(z)-eV® z) = V(@) fla) = ~2ze"
f@) = U'(@) F(z) e o
fl@) = U'(@) - W) Floy - @ (@) = 202 + F
(€ Ria # —1;U(x) > 0) a+1 F(m):3x2+1)%+0

e Recherche pratique d’'une primitive :

Pour les fonctions usuelles, on utilise directement les formules.

Pour autres fonctions, il faut d’abord identifierdforme» qui ressemble le plua la fonction. Si on a la forme exacte, on utilise
directement la formule correspondante. Dans le cas contrairécritnla forme exacte qu'il faudrait pour la fonctighet on
rectifie en multipliant par le coefficient aduat.
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» Exemples:
1) Soit f définie parf(x) = cos (4x + ) f est continue suR, elle y admet donc des primitives.
On cherche utiliser la«<forme» u’ cos u (dont une primitive estin u).

. 1
La «forme exacte serait 4 cos (4x + ) Onécrit donc quef(x) = 7 = 4 cos (4:5 + %)
—f—/ —~—

w’

cosu 1 coefficient forme exacte
Une primitive def surR est doncF définie parF'(z) = 7 sin (4x + %) .
~~
coefficient sin u
Inx

2) Exemplexclassique : primitive sur]0; +oo[ de f définie parf(z) = —.
X
T 1 - 2
Il suffit d’écrire quef(z) = i In z. On a alors la forme exact€'v (dont une primitive es%).
(Inz)?
5

Une primtive def sur]0; +oo[ est doncF’ définie parF'(z) =

e Détermination d’une primitive dont on connait la forme::

» Exemple:

Soit f définie parf(z) = (4z + 1)e*. On demande de chercher une primitivefdsurR sous la forme d’une fonctiof' définie
parF(xz) = (ax + b)e”

Il suffit de dire que I'on doit avoir, pour tout, F'/(z) = f(x).

Ce qui donne ae® + (ax + b)e” = (4x + 1)e” (pour toutzr)

< ax + (a + b) = 4z + 1 (pour toutr)

D’ou, on doit avoira = 4 eta + b = 1 (par identification des deux polgmes).

On obtienta = 4 etb = —3. Une primitive est doné’ définie parF'(z) = (4= — 3)e”.

6 Intégration

Soit f une fonction continue sur un intervalle

b
e Pour tousz etb del, / flz)dx = [F(x)]b = F(b) — F(a) ou F est une primitive def sur!.

a

e Pour touta de, la fonction £ définie parF'(z / f(t) dt est la primitive def surI qui s’annule pout: = a.

(lnx)Qr _ (Ine)? B (In1)? 1.
2 2 2

€1
> Exemple:/ ner dr = {
1 xr 2

Propri étés de l'integrale :
Pour f etg continues sur un intervallEet poura, b etc del :

o/baf(x)dx——/abf(x)dx.

. / ) do + /b " f ) do = / " f(x) dx (Relation de Chasles)

. / "t 0) (@) do = / " f)de+ / " 4(x) dx (inéarite de lntgrale)
« Pour tout el / ) (o) d = / " }(a) dr (inéarite de lintgrale)
e Sia <betsif(z) > 0 surfad) alors/ (@) dz >0

eSia << betsif(x) < ()surabalors/f

b
eSia < betsif(x) < g(x)surfab] alors [ f(x g(z) dzx
[ b
eSia < betsim < f(x) < M sur[a,b] alorsm(b — a) < / f(z)dz < M(b—a) (inégali€é de la moyenne)

a
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Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

, : AU Y
Si f est continue suu,b], la valeur moyenne dé sur|[a,b] estegaleab—/ f(z) dx
—a ),

Int égration par parties
Pouru etv dérivables sur un intervallé contenant: et telles que leursé&rivées soient continues siir

b b
/ u(z)v'(x) de = [u(z)v(z))’ — / u'(z)v(x) dz

En géréral, le but de la manoeuvre est de &barasser du terme quiige pour la recherche d’une primitive. Six) est de la
forme (polynéme)e® ou (polynome) sin 2 ou (polynéme) cos z, il est conseilk de prendre:(z) = polynome.
» Exemples:

s s

l)/ 2z cosz de = 2x sinx]g—/ 2 sing dr=0—[-2cosz]) = —4

0 T~ N~~~ 0 T~
u v’/ u v u’ v

2) Un cas classique:
e
X x di=e—[z]]=e—e+1=1

e e 1
/lnxdm:/ Inzx 1 de=[lnzx_x ]f—/ —
1 |~~~ <~ L ~
u v’ u v ~~ v
u/

Calculs d’'aires

f etg sont deux fonctions continues durb.

e Si pour toutx € [a,b], f(z) < g(x) alors I'aire de la partie du plan comprise entre les courbeSetg et les droites déquation
b

x=aetex=>bestégalea | g(z)— f(x) dx enunités d’aire.

(«intégrale de la plus grancae moins la plus petite
e Si pour toutz € [a,b], f(z) > 0 alors l'aire de la partie du plan comprise entre la courb¢,d@xe des abscisses et les droites
b

d'équation = a etz =b estégalea/ f(z) dz enunités d'aire.

a
e Si pour toutr € [a,b], f(z) < 0 alors l'aire de la partie du plan comprise entre la courb¢,d@xe des abscisses et les droites

b
d'équationc = a etz =b estégalea—/ f(x) dz enunités d'aire.
a

» Remarques:

o Pour avoir I'aire erem?, il faut multiplier le ésultat en unés d’aire par la valeur en cm d’une uniur I'axe des abscisses et
par la valeur en cm d’'une ugitsur I'axe des ordor@es.

e Pour ceterminer I'aire entre une courbe et I'axe des abscisses, il faut d'@bodier le signe de la fonction sur l'intervalle en
guestion.

e Pour ceterminer I'aire entre deux courbes, il faut d’abétddier leur position relative sur 'intervalle en question.

7 Equations différentielles

e Dire que f est une solution sur un intervallede I'equation dif€rentielley’ = ay (a # 0) signifie que, pour tout de I,
f(@) = af(x).

e Les solutions danR de I'équation diferentielley’ = a y (a # 0) sont les fonctionséfinies parf(x) = C e** ou C est un éel
quelconque.

» Exemple:
Les solutions dan® de I'eéquation diférentielley’ = —3 y sont les fonctions&finies parf(z) = Ce=3% .

e Dire quef est une solution sur un intervallede I'equation diferentielley’ = ay + b (a # 0) signifie que, pour tout de I,
f'(@)=af(x)+0.

e Les solutions danR de I'equation dif€rentielley’ = ay + b (a # 0) sont les fonctions &finies parf(z) = Ce** — o ouC
est un eel quelconque.
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» Exemple:
Les solutions dan® de I'equation diférentielley’ = 2y + 3 sont les fonctionséfinies parf (z) = C e2* —

N | o

e Exemples classiques @&quations differentielles se ramenant aux formes pgrcedentes

» Exemple 1:
. 1 . . : .
a) Montrer quey définie parg(z) = 2z + 3 est une solution de&quation diferentielle(E) : y’ + 2y = 4z + 3.

Pour toutz, g'(z) + 2g(z) = 2 + 4z + 1 = 4x + 3. g est bien une solution d&v).

b) Montrer que dire quef est une solution d¢E) équivauta dire que(f — g) est une solution de &quation diférentielle
(E"): y'+2y=0.

f solution de(E) < f'(x) + 2f(x) = 4o + 3 (pour toutz)

< f'(z) +2f(x) = g'(z) + 2g(x) (pour toutz) carg est une solution déE)

< (f—9)'(x) +2(f — g)(x) = 0 (pour toutz)

< (f — g) estune solution deE’).

c) Résoudre(E') et en @duire les solutions deF).

Les solutions d€E ) sont cfinies parfy(z) = Ce 2. f solution d&(E) < (f — g)(x) = fo(x) (pour toutz).

Donc, les solutions der) sont céfinies parf(x) = fo(x) + g(x) = Ce™2* + 22 + %

» Exemple 2:

a) Montrer que dire que’ est une solution déF) : y’ + 2y = y? a valeurs strictement positivégjuivauta dire que% est une
solutionde(E’) : y’' =2y — 1.

Commef est cerivablea valeurs strictement positive%,, est aussi drivable.

1 _ 1 1 fr2
= solution de(E') & <> /—2(> -l ===
7 7 7 i
& —f'=2f—-f?< f'+2f = f? < fsolution de(E).
b) Resoudrg(E'’) et en éduire les solutions deF).
Les solutions déE ) sont cfinies parfy(z) = Ce?* + %

1 1

T folw) T Cerr L

-1

Donc, les solutions déF) sont cefinies parf ()

8 Complexes

8-1 Forme algébrique - Calculs dans C

e Tout complexe crit de fagon unique sous la forme @lgiquez = a + ib (a etb réels) aved? = —1.
e a est la partie&elle (notation Re(z)) etb est la partie imaginaire (notatiodm(z)).

a+ib=a +ib a=dad
. <~
a,b,a’ b réels b=1
e Le conjugwe dez estz = a — ib.

e Pourécrire un quotient de complexes sous formeehtigue, on multiplie en haut et en bas par le conpudgu cenominateur
(s'il n’est pas eel).

o2+ =Z+7; 2-2=%2-2"; (—/):i(z’#O).
z 2!

» Exemples:
244 (24i)(3—2i)) 6—4i+3i—2> 8—i
[ ) = = =
342 (3+2i)(3—2i) 32 422 13
, . 144
¢ Résolution de quation rr_ -1+ 3i:

i 1 12 12
Pourz £ 0,onobtientl +iz=(-14+3i)z e 1=(-14+2i)z & 2= ST s R

e Résolution de equation(1 + i)z =z — 2 + 3i:
En posant = x + iy (x ety réels), on a:
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r=—1

r+y=-y+3

(1+z’)(x+z’y):x—iy—2+3i<:>(x—y)+i(x+y):(x—2)+z’(—y+3)<:>{ roy=e-2 @{ s

D'ou, z = —1 + 2i.

Résolution deiz2 + bz + ¢ = 0 (a, b etc réels) :A = b* — 4ac

. Co —b— VA —b A
e Si A > 0, deux solutionséelles :z; = 7\/7 etz = i
2a 2a
e Si A = 0, une solution&elle double z; = ~5a"
a
. . - —b—iv/—-A —b+iv—A
e Si A < 0, deux solutions complexes conjuEgs :z; = + etz = %
a a
» Exemple:z? +2+1=0
. —-1—-14V3 —1+14v3
A=-3= (\/32)2 Deux solutions z; = % etzy = %[
» Remarque :On factorise les polyimes dan€ comme dan®.
8-2 Forme trigonométrique - Module et arguments
Pourz = a + ib (a etb réels):
e Le module de: est:|z| = Va2 + b2 = V/2Z.
cosf = %
e Siz # 0, tout reeld tel que p estunargumentde On notearg z = 0 + 2kn (k € Z)
sinf = —

k1

e Pour toutd, on pose:"? = cos 6 + isin 6.
1
610

=€

_ i

6] = 1; (ei0) = e~ ; i0+2kT) = i0; o0 . ¢i0" — ¢i(6+0) . i - ew/ — ¢il0-0) . (eia)n — ¢ind
&

e Si un complexe non nul admetcomme module e comme argument alors= r - ¢

(forme trigonongtrique ou forme exponentielle)

e Siz=r-¢e" avecr > 0 alors|z| = r etarg z = 0 + 2kn.

er-e? =1 . ¢ (avecr > Oetr’ > 0) < r =1 eth = 0 + 2km.

» Exemple de passage de la formeé&ligquea la forme trigonorétrique :

cosf =

Soitz = V3 +1i. 2] = /(V3)2 + 12 = 2. ﬁ@z%.D'OUZ:2e’%.
sinf =

» Exemple de passage de la forme trigoébrigqued la forme al@brique :

z = 4e'% :4(cos (%) + isin (%)) (f—&— f) =22+ i2V2.

S
w

2
» Autres exemples classiques d’utilisation de la forme trigozioioue :
e Calcul de(1 — )*2. Il est hors de question de faire le calcul sous formélaiigjue.
On détermine d’'abord la forme trigondtrique dez = 1 — i :

1 V2
cosf = — = 5 - 4
ol = VP F T2 = V2, Vl? 5 0= —.Dolz = VB e,
Ainsi, (1 —i)12 = 212 = (v2)'* . e~ 1?1 = 64 - =7 = 64 (cos (—3m) + isin (—37)) = —64

e Soitz; = V2 +iv2etzy = V3 +i.

Calculer la forme trigonogtrique dezq, 2o et— En ceduire la valeur deos (12) etsin (17;)
z2

Réponse : En calculant le module et un argument,det z,, on montre que; = 2¢'7 et quez; = 2¢'s.
. z 2e'% (x_m -
On en dduit que™t = = = ¢(5-%) = oifs,
29 2e's
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a V2+iv2 o (V2+iv2) (VB-i) - (VB+V2) +i (VB - V2)

Ainsi = estun argument det. Or, — = = = )
12 2,’2

22 V3+i 4 4
n() v )
T 2 6+v2 T 22 V6 — /2
Donc, (—) = = et (7) = —
COS 12 ﬂ 4 Sin 12 ﬁ 1
29 zZ2

o Résolution de quationz® = 1:

. . e ) 2k
En posant = r - ¢*?, on doit avoirr® - €3 = 1-¢0 « 3 =1et30 = 2kr & r =1 et = Tﬂ

Les trois solutions sont donc :

) . 1 o 1
1~620:1;1-61%:—5—1-2'@61:1'61%:—*—i\/g

— (enprenank =0,k =1 etk = 2).
5 5 2( P 0 )

e Formule de Moivre:

(cos @ +isin )" = cos(nf) + isin(nh).

En céveloppant le premier membre et en identifiant les paréelias et imaginaires des deux membres, on obtiei{r6) et
sin(nd) en fonction decos 0 etsin 6.

e Formules d’Euler : ) .
610 + 6719 610 _ 6719
cosﬁzf : sinf = ———

» Exemple linéarisation deos?® =

3 (e” +e7t ) 5 gide 4 =T 4 36l | 3o~ 9cos(3x) + 6eos(z) 1
cos® T = = =

3
3 3 5 =1 cos(3x) + 1 cos(x)

8-3 Complexes et géométrie

Le plan complexe est muni d'un repe orthonorra direct(O,?,?).

e L'affixe du point M (z,y) estzy = x + iy.
ZA + 2B

o L'affixe du milieu I de[AB] estz; = 5

a-za+b-zp+c-zo

o L'affixe de G le barycentre déA,a) (B,b) (C,c) estzg = " (a+b+c#0).
a C
o Laffixe du vecteurw (z,y) estz = x + iy.
® 255 =ZB — 24 ; Zgaw = 2w+ aw s i =k zp
. . —_—
e Si M est d'affixez alors|z| = OM etarg z = ( 1,0M) (z #0)
e Si u est d'affixez alors|z| = || u || etarg z = (7,7) (z #0)
—_—
M u
|ZT| arg z=
1]
14
argz
- —
I J
O ? o'—=
i
—_ =
e AB = |zp — za]| ; (z 7AB) =arg (zp — z4) (avecA # B)

. (E,(Tf)) = arg (?) (avecA + B etC + D)
AB
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Constquences:

|

¢ (AB)//(CD) < arg <ZCD> =0+ 2kmourm + 2km &

ZCD rgel (4 + B etC + D)

=

AB

x N
5l

—_ ==

e (AB) L (CD) & arg | €2 | = T 92krou—2" 4 2kr < —CD imaginaire pur 4 # B etC # D)
238 2 2 238

. A EYs: 2 z

e A, B,C alignese arg | A€ | =0+ 2kmourn + 2kw < —A€ réel (A # BetA # C)
*AB “AB

e L'ensemble des pointd/ d'affixe z tels quelz — z4| = r (r > 0) est le cercle de centté et de rayon.

e L'ensemble des pointd/ d'affixe z tels quelz — z4| = |z — 25| (24 # zp) est la nédiatrice du segment B].

e L'ensemble des pointd/ d'affixe z tels quearg (z — z4) = 6 + 2k7 est la demi-droite partant dé (mais ne contenant pa

A) dirigée par le vecteut tel que (7,7) =0

1S

Complexes et transformations (M est d'affixez, M’ est d'affixez’ et est d'affixew)
o2 =2+ b< M estlimage deM par la translation de vectear dont I'affixe esth.
o2 —w=¢"z—w) < M estlimage deV par la rotation de centr@ et d’anglef.
o2 —w=1Fk(z—w) e M estlimage deM par I'hnomottetie de centré et de rappork.

8-4 Caractérisation d’'un réel et d'un imaginaire pur

ezestéele Im(z) =0 zZ=2z<z=00Uargz =0+ 2krOUarg z = m + 2km.
e z estimaginaire pue Re(z) =0 z=—z< z=00Uargz = g + 2kw ouarg z = —g + 2k,

» Exemples:

e Détermination de I'ensemblE des points\/ d'affixe z tels que(2 + )z + 3 — 4i soit imaginaire pur.

On pose: = z+iy (z ety réels).2iz+3—4i imaginaire pur= (2+1)(z+iy)+3—4i imaginaire pur=s (2z—y+3)+i(z+2y—4)
imaginaire pur= 2z — y + 3 = 0. E est donc la droite @&quationy = 2x + 3.

e Détermination de I'ensemblE des pointsM/ d’affixe z tels quez—_; soit reel.
P

i _; réel< z = iouarg (Z_;> =04 2k7 ouarg (Z_;) =7+ 2km (avecz # 2).
z z—

Soit A d’affixe : et B d’affixe 2.

T A
Ce quiéquivauta M = Aou (MB,MA) =0+ 2km our + 2kw (avecM # B).
E est donc la droité AB) privée du pointB.

9 Probabilités

9-1 Généralités

Lors d’'une exgrience aatoire :

e L'univers () est I'ensemble de€sultats possibles.

e Un évenement4 est une partie de l'univers.

e Un é¥énementlémentaire est uavenement ne comportant qu’'un sé@ément.

o L’ @é/&nement contraire degienementd est I'evenement né@ A formé de tous leglements dé) n'appartenant pas A.

e L' évenementd N B (note aussk A et B») est 'evenement forra destlements dé€) appartenana A eta B.

e L' événementAU B (noté aussk A ou B») est 'eveénement forra desléements dé€ appartenant au moirsl’'un desevenements
AouB.

e Deuxévenementsi et B sont dits incompatibles sl N B = @.

® SiQ) = {e1,e2,- - ,e,} €t sia chaque&sultat possible; on associe un nombygge;) tel qued < p(e;) < 1 etp(er) + p(ez) +
.-+ p(e,) = 1, on dit que I'on a éfini une loi de probabilé sur<.

e La probabilie d'unévenement est la somme des probagditleevenement&lementaires qui le constituent.
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Pour tousgvenementsi et B :

op(@)=0; p(Q)=1

e0<p(A)<1; p(A)=1-p(A);  p(AUB)=p(A)+pB)—-pAnB)
(si A et B sontincompatibleg(A U B) = p(A) + p(B))

. . nb d’éléments de A nb de cas favorables
* Dans le cas dedquiprobabilié, p(4) = nb d’éléments de @ nb de cas possibles

» Exemple Tirage au hasard d’'une carte dans un jeu de 32 cartes aveé&lesments :

(la carte tiEe est un ro) = 11 (la carte tiEe est un coeur= 8 _1
g 2 8 lp 2 1 1 1 11
la carte tiee est un roi etin coeur) = — la carte tiée est un roi ouin coeur) = - + - — — = —
P - )=3 - ) =3t1 ®m®

9-2 Variable aléatoire

Une variable a@atoire X définie sur un univer$) est une fonction qua cahque &sultat possible associe uget. Les valeurs
possibles deX sont noéesz;. La probabili€ queX prenne la valeur; est noéep (X = x;) oup;.

o Définir la loi de probabilié de X, c’est donner (sous forme d’un tableau) la probabitie chacun desvenementsX = z;.
e Esferance matematique deX :  E(X) = > piz; = prx1 + -+ + pny
=1
e VariancedeX: V(X)= (an pi(l'i)2> — (E(:zc))2 =pi(z1)? + -+ pu(zn)? — (E(ac))2
=1
e Ecart-type deX: o(X) = /V(x)

» Exemple :On lance 3 fois de suite uredLe joueur perd 3 euros s'il obtient au moins un multiple de 3 et il gagne 6 euros dans
le cas contraireX est la variable &atoireégale au gain du joueur.

Loi de probabilie deX : X ne peut prendre que les valeurs -3 et 6.
4x4x4 8 19

Onap(X=6)=——=—cetp(X =-3)=1—-p(X =6)= —
p( )= 656 <6~ 2 el ) p( )= o
T -3 6
19 8
p(X =7) 97 | 97
19 8 1 19 8 1 152 /152 2/38
EX = — — _— = == X: — _—— = = — X: _—
(X) 3><27+6><27 3 V(X) 9><27—&-36><27 3 9 et o(X) 9 3
9-3 Probabilités conditionnelles
DEFINITION
Etant don@ deuxévenementsi et B (B # &) d’'un univers) :
. , ANB
e On appelle probabikit de B sachantd, le reel noép 4 (B) tel quepa(B) = p((z))
p

PROPRETE

Pour toussvénements non vides et B :
e 0<pa(B)<1; pa(B) =1—pa(B)
nb de cas favorables pour A N B

e Dans le cas deé&quiprobabilié, p4 (B) = b do cas favorables pour A

e p(ANB) = p(A) x pa(B) = p(B) x pp(A)

PROPRETE

Formule des probabilités totales

Si A, Ay, -+, A, sont devenements non vides deaxdeux incompatibles et dont I'union egjalea 2 (on dit alors gqu'ils
forment une partition de I'univers) alors pour t@enements:

ep(B)=p(A1NB)+-- +p(AyNB) =p(A1) x pa,(B) + -+ p(An) X pa,(B)
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» Représentationa I'aide d’'un arbre pondéré
p(Al) X PAl(B)
p, (B __ B —= .

A/ = p(Al 0B |
|
\ :
J— I
B |

: p(Al1QN B)
|

________________ =V +p(a2n B)

p,,(B) B i
' +p(A30 B)
2 0 e
(B) B :
:
I

PA2
: B - __ =J
: Py 4B) :

p{B) B

somme égale a 1

» Regles de construction et d'utilisation des arbres pongrés :

e Sur les prend@ires branches, on inscrit Ig$A4;).

e Sur les branches du typg;, — B, oninscritp 4, (B).

e Le produit des probabilts inscrites sur chaque branche d’'un chemin donne la prokatidit’intersection deévenements
placgs sur ce chemin.

e La somme des probabiiis inscrites sur les branches issues d'@mma nceud estgalea 1 (loi des nceuds).

e La probabilie d'unévenementt est la somme des probabiit des chemins qui aboutissarit.

» Exemple : Un sac contient des jetons de trois couleurs, la iaalé blancs, le tiers de verts et le sixie de jaune$0% des
jetons blancs30% des jetons verts et0% des jetons jaunes sont ronds. Tous les autres jetons soes.cam tire au hasard un
jeton.

a) Construction de l'arbre :

B
k carré

s

2
0.3 rond
1 s
\'%
0’7 carré
I
0,4 rond
] <
0,6 carré

b) Sachant que le jeton &rest blanc, quelle est la probabéipour qu’il soit caré?
La lecture directe de 'arbre nous donne gugC) = 0,5.
¢) Quelle est la probabilé pour que le jeton t& soit rond ?

1 1 1
p(R):§ ><0,5+§ x 0,3+ = ><0,4:%.
d) Sachant qu'’il est rond, quelle est la probalt&lppour qu'il soit blanc?
p(BNR) _3x05 3

p(R) 5

pr(B) =
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9-4 Indépendance en probabilité

DEFINITION

e Deuxévenementsi et B sont dits in@pendants 9i(A N B) = p(A) x p(B).
e Ce qui revienta dire quep 4 (B) = p(B) oupp(A) = p(A)

» Congquence :Sil'on répeten fois dans les rames conditions la éme exgrience et si ces ekpencesd;, As, - -+ , A, sont
indépendantes, alors la probal@lde l'evenementd; N Ao N --- N A,, estégale au produip(A4;) x p(Az) X -+ x p(Ay).

» Exemple Si on lancer fois un &, la probabilié d’obtenirn fois un nombre pair estgala (0,5)™.

DEFINITION

Soit X etY deux variables &latoires éfinies sur le rame univers.
¢ X etY sontdites inpendantes si pour tous les entiees;j possibles, leévenement$X = z;) et(Y = y;) sont incependants
cestadiresip((X =z,)N (Y =y;)) =p(X =z;) x p(Y =y;).

» Exemple :On lance deux &s : X désigne la somme éf le produit des 2 nombres obtenus.

p(X =2)= % (un seul cas favorable: (1,1) gty = 3) = % = 1i8 (deux cas favorables: (1,3) et (3,1)
DONC,p(X = 2) x p(¥ = 3) = = x = —
P TSP T T 56 18 T 6as

Or,p((X =2)n (Y = 3)) = 0 (evenements incompatibles). Donc, les variables ne sont papémdiantes.

10 Combinatoire

10-1 Tirage successif avec remise . p-liste

Une urne contient 3 jetons: un rouge @&, un vert ndt V et un bleu ndt B. On tire un jeton, que 'oremet dans 'urne avant
de tirer un deuxdme jeton.
Dans ce genre de tirage, on tient compte de 'ordre (il y a clairement un premier et uardeygton) et un @me jeton peuétre

tiré plusieurs fois.

ler tirage R \Y B

2eme tirage R V B R V B RV B

Par rapport I'ensemble des 3 jetodR,V,B}, un iésultat de ce tirag€ {,R) par exemple) est appel-liste

lly a: 3 x 3 =(nb de choix possibles pour le ler tirageXnb de choix possibles pour I&fe tirage)= 9 tirages possibles.

De fagon plus grérale :
DEFINITION

e Unep-liste d'elements d’'un ensembile fini E est une liste ordemdep €lements de E.

e Elle est le ésultat dep tirages successifs avec remise dalament de E.

e Dans unep-liste, unélement de E peut appate plusieurs fois ou pas du tout.

e Dans unep-liste, on tient compte de I'ordrgV,R) et (R,V') sont deux 2-listes difrentes.

PROPRETE

Le nombre de-listes d'un ensemble E deélements eskégala: n?

» Exemple 1 Sion tire 5 fois de suite et avec remise une carte dans un jeu de 32 carted2 diirages possibles.

» Exemple 2 Un code de carte bancaire comporte 4 chiffres. Le nombre de codes possilégalasd* = 10000.
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10-2 Tirage successif sans remise . Arrangement . Permutation

Notre urne contient toujours 3 jetons: un rougeén@t un vert ndt V et un bleu ndt B. On tire un jeton puis un dewtnesans
remettre le premier dans l'urne.

Dans ce genre de tirage, on tient compte de I'ordre (il y a clairement un premier et ubrdeljgion) et un Bme jeton ne peut
pasétre tiie plusieurs fois.

ler tirage R / \Y / B
2¢éme tirage v B R B R v

Par rapport I'ensemble des 3 jetoqR,V,B}, un ésultat de ce tirag€ (,R) par exemple) est apgehrrangementle 2 jetons.
llya: 3 x 2 =(nb de choix possibles pour le ler tirageYnb de choix possibles pour I@fhe tirage)= 6 tirages possibles.
De facon plus grérale :

DEFINITION

e Un arrangement de élements d’un ensembile fini E est updiste d'élements de Eleuxa deux distincts.

o |l est le iesultat dep tirages successifs sans remise dal@ment de E.

e Dans un arrangement, @ement de E ne peut appéra au plus qu’une seule fois.

¢ Dans un arrangement, on tient compte de l'ordié R) et (R,V') sont deux arrangements dfents.

e Dans un ensemble comportan€lements, il ne peut y avoir d’arrangementspdeléments que g < n. (on ne peut pas fair
plus den tirages successifs sans remise).

11°)

PROPRETE

Le nombre d’arrangements geelements d’'un ensemble E comportargéléments estgala:
n!

AP =px(n—1)x---x(n— 1) =

» Rappel: pour tout entien > 1,n! =n x (n — 1) x ---2 x 1 et par conventior)! = 1.

» Exemple 1 Si on tire 5 fois de suite et sans remise une carte dans un jeu de 32 cartes, on a
2! .
A3y =32x 31 x30x29x28= ‘;’—7' tirages possibles.
» Exemple 2 Dans une course comportant 15 chevaux (on suppose qu’il n'y a pas d’ex-eequo), le nombré&sleaiesd ordre

gue I'on peut former egtgala
15!
3 -
Ajs =15 x14x 13 = Tk
» Remarque Dans un ensemble E deéléements, unpermutation est un arrangement deélements de E (c’est dire une liste
ordonree den élements de E deux deux distincts). Le nombre de permutations de Egata : n!.

10-3 Tirage simultané . Combinaison

Reprenons une degrie fois notre urne avec ces 3 jetons : un rougé Rotun vert ndt V et un bleu ndt B. On tire cette-fois ci 2

jetons simultaBment. Il n'y a plus d’ordre. Ce qui compte, c’est de savoir que, par exemple, on a un jeton rouge et un jeton vert.
Par rapport au tirage @cédent sans remisé€V, R) et (R,V) reptesente le rme Esultat. Il ne reste donc plus que 3 tirages pos-
sibles:

avoir un jeton rouge et un jeton vert, avoir un jeton rouge et un jeton bleu et avoir un jeton vert et un jeton bleu.

Par rapporti 'ensemble E des 3 jetodR,V,B}, les esultats de ce tirage simulésont appé&scombinaisonsle 2 jetons. Ils
correspondent aux partias2 élements de E.

De fagon plus grérale :
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DEFINITION

e Une combinaison d@ éléements d’'un ensemble fini E est une partie de E compoptd@téements. L'ordre degléments n'd
aucune importance.

o Elle est le ésultat du tirage simult@&dep élements de E.

e Dans une combinaison, @ément de E ne peut appéra au plus qu'une seule fois.

e Dans un ensemble comportanélements, il ne peut y avoir de combinaisongpdEéments que 9 < n. (on ne peut pas tire
simultarement plus de: éléments de E).

PROPRETE

=

Le nombre de combinaisons gde&léments d’'un ensemble E comportangéléments estgala:

n!
() = pl(n —p)!

» Exemple 1 Si on tire simultaBment 5 cartes dans un jeu de 32 cartes, @‘?)a: tirages possibles.

5!. 27!
» Exemple 2 Combien de comé de 3 membres peut-@iire parmi une assenti® de 20 personnes?
20!
P 20\
Réponse (3°) = T

10-4 Propriétés des combinaisons - Formule du binéme

PROPRETE

Pour tout entier naturel :

G)=1: @)=n; (G)=1

Pourp entiertel qued <p <n, (7_,) = (?)
Pourp entiertelquel <p<n, (371)+ () =(2)

e Congquence:
p=0 p=1 p=2 p=3 p=4
n=0 1
+
n=1
n=2 1 2 Calcul des combinaisons
! de proche en proche par

n=3 I @;@ ] le triangle de Pascal
4 1 4

n= 6 4 1

PROPRETE

Formule du bindme : Pour tous complexesetb et pour tout entien. > 1,
(@+0)"=@)a"+ (F)a" o+ -+ (3)a" PO+ 4 (31) ab"t+ () b7

n
Avec la notation somme(z + b)" = > () a" P bP
p=0

» Exemple (2 +2)" =1-24 4428 .21 462222 +4-2' - 23 + 1. 2% = 16 4 32z + 2422 + 423 + 2.

» Congquence:
Le nombre total de parties d’un ensemblendeléments eségala 2”.
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En effet, ce nombre egégala la somme:
nombre des parties 0€lement+ nombre des partiels 1 €lement+- - - - + nombre de partiedn €léements
=@+@+-+G)=0+1)"=2"

11 Lois de probabilités

11-1 Loi binomiale

DEFINITION

e On appelleepreuve de Bernoullitoute exgrience aatoire ne pesentant que deux issues possibles (contraires I'une de I'a
e On appelleschema de Bernoullitoute Epétition d’eépreuves de Bernoulli identiques et @mbndantes.

utre).

» Exemples:

e Lancer une pce avec pour issues contrairgsle» et «face» est uneépreuvede Bernoulli. Lancer notre pce 10 fois est un
sckemade Bernoulli (on epete I'épreuve de Bernoulli) .

e Jouer au Loto en s’igressant augvenements contrairegvoir les 6 bons nuros et «ne pas avoir les 6 bons n@ms est
uneépreuvede Bernoulli. Par contre, si on s'ietesse aux quatrésénementsavoirn bons nuréros (3 < n < 6), ce n'est plus
uneépreuve de Bernoulli.

» Remarques :

e Les deux issues contraires d'uapreuvede Bernoulli se note enégéral S (pour «<suc@s) et S (ou E pour «échee). La
probabilie quesS soit réali€ est noé en g@réralp (la probabilie deS est alorg1 — p), qui est aussi quelquefois réetg).

e Pour s’assurer que I'on a bien affamaunsckemade Bernoulli, il faut \erifier que chaque exgience prise iséiment n'admet
gue deux issues possibles (contraires I'une de l'autre), qusuie®s- a toujours la rBme probabilié d’'apparére et qu'ily a
bien incependance entre chacune épseuvesie Bernoulli successives.

DEFINITION - PROPRETES

Etant don@ uneépreuve de Bernoullitola probabilié d’obtenir un sudesS estp et le scigéma de Bernoulli consistaatrepeter
n fois de mangére independante cettepreuve.

Si note X la variable akatoire quia chaque issue possible du éofa de Bernoulli associe le nombre de faisest apparu u
suc@s.sS, la loi de probabilié deX est appeeloi binomiale de parardtresn etp et est noke5(n,p).

)4 S =~
S
p I-p~™—3%
P S
1-p —
I1-p s

n épreuves
e Probabili d’obtenirk suc@s:p(X = k) = (1) pF (1 —p)"~*
(k entier tel que 0 < k < n)
e Esferance deX : E(X) = np
e Variance eécart-type deX : V(X) = np(1 —p); o(X) = v/np(1 —p)

» Exemple 1:0n lance un @ normal 10 fois de suite et on s'@resse au nombt¥ de fois a1 I'on a obtenu le chiffre 6. Cela
corresponda un scikma de Bernoulli consistaatrepeter 10 fois [Epreuve de Bernoullit.S est I'evenementobtenir un 6 et
dont la probabilié estp = % X repiesente en fait le nombre de foig est apparu ursuc@s:. La loi de probabilié de X est
donc une loi binomiale de paramesn = 10 etp = %

8 2
La probabilie d’obtenir 8 fois le chiffre 6 est dong(X = 8) = (£°) (é) <2)

L'espérance deX (nombre moyen de foistoon obtient le chiffre 6) estE(X) = 10 x 63
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11-2 Exemples de lois de probabilités continues

DEFINITION

Etant dong f une fonction @finie, continue et positive sur un intervalleelle que :

b
esil =lab] alors/f(t) dt =1

x

esil=[a,+oolalors lim [ f(t)dt=1

T—+00

On dit gu’une variable &latoireX suit laloi de probabilité continue de densi& f sur I si pour tous eelsz ety de[ :

°p(x<X<y):/f(t)dt-
ep(X <) = [ ft)de.

op(X}x):l—/f(t)dt.

a
(on a les mM@mes ésultats avec deségali€s strictes)

» Remargue la probabilie p(X < x) repiesentel’aire sous la courbedet — f(t) pourt € [a,x] .

DEFINITION

e Sila densié f est cfinie surl = [0,1] par f(t) = 1, la loi de probabilié est ditdoi uniforme sur[0,1].

e Si la densié f est finie surl = [0, + oo[ par f(t) = Xe™* (A > 0), la loi de probabilié est diteloi exponentielle de
parangtre\ sur[0, + ool.

1 x
» Remarque On a bien/ 1-dt =1et liT e Mdt =1,
0 0
» Exemple 1:
Une variable @atoireX suit la loi uniforme suf0,1].
On aalors: 0
p(01<X<03) = / Ldt = [t]g} = 0,3 —0,1=0,2
0,5 01
p(X <0,5) = 1dt =05
0 0,6
p(X>0,6):1—/ 1dt=1-0,6=04
0,4 0
p(X:0,4):/ 1dt=0
0,4
» Exemple 2:

La dutée de vieX (en heures) d'un composagliectronique suit la loi exponentielle de paktne A = 0,0006 sur [0, + ool.

a) La probabilié qu’un de ces composants pris au hasard ait uredie vie inérieurea 1000 heures est dode par :

1000
p(X < 1000) = / 0,0006¢ ~0-0006¢ p = [ 000061 000 — 1 _ =06,
0

b) La probabilie qu’un de ces composants pris au hasard ait uriedie vie sugrieurea 500 heures est doae par :

500
p(X >500) =1— / 0,0006¢0:0006¢ g4 — 1 — [—6_0’0006"‘];00 — 703,
0
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12 Statistique : adéquation de données a une loi équirépartie

PROPRETE
Soit uneépreuve conduisant aux issugs as, - - - ,aq-
a . Qa a ., , - .
OnnoteN =a; +ag+ -+ +aqetf; = ﬁl,fz = NQ e fo= Nq les frequences correspondantes auxadéhtes issues.

2 2 2
On consi@re alors le nombré? = <f1 — ;) + <f2 — ;) 4+ 4 <fq — ;) )

(f; reptesente la probabifitde Iissuen; et — repesente ce que serait cett@&me probabili si I'expérienceétait conforme al
mockle de la loi uniforme)

Expérimentalement, si orépeten fois cetteépreuve(n > 100), on obtient une&rie statistique fori@e par les: valeurs dei?
obtenues.

En notantDy le neuveme dcile de cetteérie, on a la propété suivante :

e Sid? < D9, alors on dit que les does sont compatibles avec le nételde la loi uniforme avec un risque d’erreurérieura
10%.

e Sid? > D9, alors on dit que les do@es ne sont pas compatibles avec le éledle la loi uniforme avec un risque d'erre
inférieura 10%.

(Rappel : On appelle neudne @cile d'une érie statistique, le nombre Dy tel que 90% des valeurs de l&rge statistique
soient inérieures olegalesa Dy)

» Exemple :

Un sac contient plusieurs milliers deges de monnaie de 3 types : desceis de 10 centimes, degpes de 20 centimes et des

pieces de 50 centimes. On effectue, au hasard, Z8vyaments d’une pice avec remise et on obtient |é€sultats suivants :

Piece | 10 centimes| 20 centimes| 50 centimes
Effectifs 146 118 136

1) La valeur del? assodgea cette exprience est:

2 2 2
146 1 118 1 136 1
d2 = _— = _— = _— = ~ 2
(400 3> + (400 3) + (400 3> 0,0025
2) Pour savoir si on peut congiter que le sac contient autant deqes de chaque type avec un risque d’errew@riefira 10%,

on pro&dea 1000 simulations sur ordinateur de l&rption consistant au tirage avec remise de 480qs. A chaque simulation
on calcule la valeur dé? et on obtient la&partition suivante :

Valeur de400d2 | [0;0,5[ | [0,5;1[ | [1:1,5] | [1,5:2[ | [2:2,5] | [2,5;3]
Effectifs 539 | 235 | 122 51 41 12

Cherchons une valeur appréea 0,5 pes par éfaut du neudme dcile de la érie dest00d? :

539 + 235 + 122 repesente moins de 90% de I'effectif alors diB® + 235 + 122 + 51 repésente plus de 90% de l'effectif. Le

neuveme ccile est donc dans l'intervallg,5; 2[. Une valeur appro@ea 0,5 pes par éfaut est dong,5.
Lo _ 0,00375
400 '

Commed? < Dy, on peut consiérer que les dor@es sont compatibles avec le netelde la loi uniforme avec un risque d’erreu
inférieura 10% c’est dire que le sac contient autant deqes de chaque type avec un risque d’erre@riefira 10% .

On en éduit qu’une valeur approéle du neume dcile de la érie desi? estDy =
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