
Kit de survie - Bac S

1 Inégalités - Etude de signe

1-1 Opérations sur les inégalités

Règles usuelles :
Pour touta : x < y ⇔ x + a < y + a même sens

Pour toutk > 0 : x < y ⇒ kx < ky même sens

Pour toutk < 0 : x < y ⇒ kx > ky sens contraire

Pourx ety de m̂eme signe: x < y ⇒ 1
x

>
1
y

sens contraire

Pourx > 0 ety > 0 : x < y ⇒ x2 < y2 même sens

Pourx > 0 ety > 0 : x < y ⇒
√

x <
√

y même sens

Pourx > 0 ety > 0 : x < y ⇒ lnx < ln y même sens

Pour tousx ety : x < y ⇒ ex < ey même sens

Si f croissante *: x < y ⇒ f(x) < f(y) même sens

Si f décroissante *: x < y ⇒ f(x) > f(y) sens contraire
(* sur un intervalle contenantx ety)

I Exemples :

• Sachant que3 < x < 5, que peut-on en conclure pour
1

3− x
?

3 < x < 5 ⇒ −3 > −x > −5 (sens contraire)⇒ 0 > 3− x > −2 ⇒ 1
3− x

< −1
2

(sens contraire)

• Comment montrer que pour toutx > 1,
1
x

<
1√

x2 − 1
?

Pour toutx > 1 :

0 < x2 − 1 < x2 ⇒
√

x2 − 1 <
√

x2 ⇒
√

x2 − 1 < x (carx > 0) ⇒ 1√
x2 − 1

>
1
x

(sens contraire)

Rappels :
• On peut toujoursajouter membrèa membre deux ińegalit́es.
• On peutmultiplier membrèa membre deux ińegalit́es si tous les termes sontpositifs.
• On ne peut pas soustraire ou diviser membrèa membre deux ińegalités.

Encadrement dex− y :
• On d́etermine d’abord un encadrement de−y, puis on effectue la somme membreà membre avec celui dex.

I Exemple :

{
−2 < x < 3

−4 < y < −1
⇒

{
−2 < x < 3

1 < −y < 4 (sens contraire)
⇒ −1 < x− y < 7.

Encadrement de
x

y
: (les bornes de l’encadrement dex étant de m̂eme signe - idem poury)

• On d́etermine d’abord un encadrement de
1
y

, puis il faut s’arranger pour multiplier membreà membre deux encadrements dont

tous les termes sontpositifs.

I Exemple 1 :

{
8 < x < 9

3 < y < 4
⇒

 8 < x < 9
1
4

<
1
y

<
1
3

(sens contraire)

⇒ 2 <
x

y
< 3.

I Exemple 2:

{
−2 < x < −1

2 < y < 3
⇒

 1 < −x < 2 (sens contraire)
1
3

<
1
y

<
1
2

(sens contraire)

⇒ 1
3

<
−x

y
< 1 ⇒ −1 <

x

y
< −1

3
(sens contraire).
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Méthode importanteà connâıtre : (valable pour les fonctions et les suites)
• Pour montrer queA < B, il est dans certains cas plus facile de calculerA − B, puis enétudiant son signe de montrer que
A−B < 0.

I Exemple 1:Comment montrer que six < 1 alors
x− 8
2x− 9

< 1?

Pour toutx < 1,
x− 8
2x− 9

− 1 =

+︷ ︸︸ ︷
(1− x)
(2x− 9)︸ ︷︷ ︸

−

< 0. Car,x < 1 ⇒

{
−x > −1

2x < 2
⇒

{
1− x > 0

2x− 9 < −7 < 0

I Exemple 2:Comment montrer que si0 < Un < 3 alors
8Un + 3
Un + 6

< 3?

8Un + 3
Un + 6

− 3 =

−︷ ︸︸ ︷
5Un − 15
Un + 6︸ ︷︷ ︸

+

< 0. Car,0 < Un < 3 ⇒

{
5Un < 15

6 < Un + 6
⇒

{
5Un − 15 < 0

0 < Un + 6

1-2 Signe de ax + b (a 6= 0)

On d́etermine la valeur dex qui annuleax + b, puis on applique la règle : ”signe dea apr̀es le0”.

ax+b

x −b/a

signe de (−a) signe de a

−∝ +∝

1-3 Signe de ax2 + bx + c (a 6= 0)

On calcule la discriminant∆ = b2 − 4ac (sauf caśevidents)
• Si ∆ < 0, on applique la r̀egle : ”toujours du signe dea”.

ax²+bx+c                  Signe de a

x −∝                           +∝

• Si ∆ = 0, on calcule la racine double :x1 = − b

2a
.

On applique alors la règle : ”toujours du signe dea et s’annule pourx = x1”.

x −∝   x1

ax²+bx+c      Signe de a          Signe de a

+∝

• Si ∆ > 0, on calcule les deux racines :x1 =
−b−

√
∆

2a
etx2 =

−b +
√

∆
2a

.

On applique alors la règle : ”signe dea à l’extérieur des racines”.

x +∝−∝ x1                           x2

ax²+bx+c       Signe de a        Signe de (-a)       Signe de a

(on suppose quex1 < x2)

1-4 Autres signes

(on ne s’int́eresse pas ici aux cas où on utilise les variations d’une fonction auxiliaire)
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In égalitésà connâıtre :
• Pour toutx, x2 > 0 , ex > 0 ,−1 6 cos x 6 1 ,−1 6 sinx 6 1.
• lnx < 0 pour0 < x < 1
• lnx > 0 pourx > 1.

I Exemples d’application :

Pour toutx, 2 + cos x > 0 , sinx− 1 6 0 ,− ex

x2 + 1
< 0.

Dans les autres cas (apr̀es avoir factoriśe au maximum) :
Pourétudier le signe d’une expressionA(x) sur un intervalleI (dans le cas òu A repŕesente une fonction continue surI), on
résoud l’ińequationA(x) > 0 (on cherche ce qui annule l’expression et où mettre le(s) signe(s) +).
I Exemple 1 :Etude du signe de(3− lnx) surI = ]0; +∞[.
3− lnx > 0 ⇔ 3 > lnx ⇔ e3 > x.
On en conclut que l’expression s’annule pourx = e3 et qu’il faut mettre le signe + pour0 < x < e3 :

+∝

3−ln x

x 0 e 3

+ −

I Exemple 2 :Etude du signe de(e1/x − 2) surI = ]0; +∞[.

e1/x − 2 > 0 ⇔ e1/x > 2 ⇔ 1
x

> ln 2 ⇔ x 6
1

ln 2
.

On en conclut que l’expression s’annule pourx =
1

ln 2
et qu’il faut mettre le signe + pour0 < x <

1
ln 2

:

+∝x 0

+ −e −21/x

1/ln 2

1-5 Utilisation des variations d’une fonction pour déterminer son signe

Les cas les plus classiques :

+

−
+ +

+ +

− −

−− 0 0

(minimum positif) (maximum négatif)

(f croissante) (f décroissante)

2 Suites

2-1 Etude du sens de variation

Méthode 1(la plus fiable - convient dans tous les cas)
• Si pour toutn > n0, Un+1 − Un > 0 alors la suite est croissanteà partir den0.
• Si pour toutn > n0, Un+1 − Un 6 0 alors la suite est d́ecroissantèa partir den0.

Méthode 2: pour les suites dont tous les termes sontstrictement positifs

• Si pour toutn > n0,
Un+1

Un
> 1 alors la suite est croissanteà partir den0.

• Si pour toutn > n0,
Un+1

Un
6 1 alors la suite est d́ecroissantèa partir den0.
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Méthode 3: pour les suites d́efinies de façon explicite parUn = f(n).
• Si f est croissante sur[0;+∞[ alors la suite est croissante.
• Si f est d́ecroissante sur[0;+∞[ alors la suite est d́ecroissante.

2-2 Suites arithmétiques

On passe d’un terme au terme suivant en ajoutant toujours le même nombrea appeĺe raison de la suite.
• Pour toutn: Un+1 = Un + a ; Un = U0 + na ; Un = Up + (n− p)a
• Si pour toutn, Un+1 − Un = constante alors(Un) est une suite arithḿetique de raisońegaleà la constante.

• Up + Up+1 + · · ·+ Un = (n− p + 1)× Up + Un

2
= (nb de termes)× 1er terme + dernier

2
• Si la raisona est positive, la suite est croissante.
• Si la raisona est ńegative, la suite est décroissante.
• Les points de la représentation graphique d’une suite arithmétique se situent sur une même droite.

I Exemple :
Soit (Un) la suite arithḿetique de 1er termeU0 = 2 et de raisona = 3.
U10 = U0 + 10a = 2 + 10× 3 = 32 ; U33 = U0 + 33a = 2 + 33× 3 = 101
Pour toutn, Un = U0 + na = 2 + 3n .

U0 + U1 + · · ·+ U10 = 11× 2 + 32
2

= 187. (attention : le nb de termes estégalà 11 pasà 10 !)

La suite est strictement croissante cara > 0 .

2-3 Suites géométriques

On passe d’un terme au terme suivant en multipliant toujours par le même nombreb appeĺe raison de la suite.
• Pour toutn: Un+1 = b · Un ; Un = bn · U0 ; Un = bn−p · Up

• Si pour toutn, Un+1
Un

= constante alors(Un) est une suite ǵeoḿetrique de raisońegaleà la constante.

• Up + Up+1 + · · ·+ Un = Up ×
1− bn−p+1

1− b
= 1er terme× 1− bnb de termes

1− b
(pourb 6= 1)

• Pourétudier le sens de variation, on calculeUn+1 − Un et on factorise.
(remarque : sib < 0 la suite est ni croissante, ni décroissante - il est donc inutile de faire le calcul)

I Exemple :
Soit (Un) la suite ǵeoḿetrique de 1er termeU0 = 5 et de raisonb = 2.
U4 = b4 · U0 = 24 × 5 = 80 ; U10 = b10 · U0 = 210 × 5 = 5120
Pour toutn, Un = bn · U0 = 5 · 2n .

U0 + U1 + · · ·+ U8 = 5× 1− 29

1− 2
= 2555. (attention : le nb de termes estégalà 9 pasà 8 !)

Un+1 − Un = 5 · 2n+1 − 5 · 2n = 5 · 2n · (2− 1) = 5 · 2n > 0. La suite est croissante.

2-4 Raisonnement par récurrence

Principe général :
Pour montrer qu’une propriét́e d́ependant d’un entiern est vraie pour toutn > n0 :
• on vérifie que la propríet́e est vraie au rangn0.
• on suppose la propriét́e vraie au rangp (en traduisant ce que cela signifie)et on montre qu’alors la propriét́e est vraie au rang
p + 1.
• on conclut en disant que la propriét́e est donc vraie pour toutn > n0.

I Exemple :
Montrons par ŕecurrence que la suite(Un) définie parU0 = 1 etUn+1 =

√
2 + Un est positive et majorée par 2 :

• 0 6 U0 6 2. La propríet́e est vraie au rang0.
• On suppose la propriét́e vraie au rangp, c’està dire que0 6 Up 6 2.
On a alors :2 6 2 + Up 6 4 ⇒

√
2 6

√
2 + Up 6 2 ⇒ 0 6 Up+1 6 2.

La propríet́e est alors vraie au rangp + 1.
• Elle est donc vraie pour toutn.
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2-5 Limites de suite

• Une suite(Un) est diteconvergentes’il existe unr éell tel que lim
n→+∞

Un = l.

• La suite est ditedivergentesi elle n’admet pas de limite ou silim
n→+∞

Un = ±∞
• Les th́eor̀emes sur les oṕerations avec les limites de fonction restent valables pour les suites.

Pour les suites d́efinies parUn = f(n) : si f admet une limite en+∞ alors lim
n→+∞

Un = lim
x→+∞

f(x).

(dans la pratique, on peut continuerà utilisern comme variable)

I Exemple :

lim
n→+∞

n

n2 + 1
= lim

n→+∞

n

n2
(
1 + 1

n2

) = lim
n→+∞

1
n
(
1 + 1

n2

) = 0

car lim
n→+∞

1
n2 = 0, donc lim

n→+∞
1 + 1

n2 = 1 et lim
n→+∞

n
(
1 + 1

n2

)
= +∞.

Limite de bn :
• si−1 < b < 1 alors lim

n→+∞
bn = 0 .

• si b > 1 alors lim
n→+∞

bn = +∞ .

• si b < −1 alors la suite de terme géńeralbn n’admet pas de limite.

I Exemples :
• lim

n→+∞

(√
3
)n

= +∞ car
√

3 > 1.

• lim
n→+∞

3 ·
(
1−

(
1
2

)n) = 3 car−1 < 1
2 < 1, donc lim

n→+∞

(
1
2

)n = 0 et lim
n→+∞

1−
(

1
2

)n = 1.

Théorémes de comparaison :
• si pour toutn > n0, Un > Vn et si lim

n→+∞
Vn = +∞ alors lim

n→+∞
Un = +∞.

• si pour toutn > n0, Un 6 Wn et si lim
n→+∞

Wn = −∞ alors lim
n→+∞

Un = −∞.

• si pour toutn > n0, Vn 6 Un 6 Wn et si lim
n→+∞

Vn = lim
n→+∞

Wn = l (l réel) alors lim
n→+∞

Un = l.

I Exemple :

Pour toutn > 1,− 1
n

6
cos n

n
6

1
n

et lim
n→+∞

− 1
n

= lim
n→+∞

1
n

= 0. Donc, lim
n→+∞

cos n

n
= 0.

Convergence des suites monotones :
• toutes suite croissante et majorée est convergente.
• toutes suite d́ecroissante et minorée est convergente.

Suites adjacentes :
• Deux suites(Un) et (Vn) sont dites adjacentes si l’une est croissante, l’autre décroissante
et si lim

n→+∞
Un − Vn = 0.

• Deux suites adjacentes sont convergentes et elles admettent la même limite.

I Exemple :

Soit (Un) et (Vn) les suites d́efinies parUn = 1− 1
n

etVn = 1 +
(

1
3

)n
.

Pour toutn, Un+1 − Un = 1− 1
n + 1

− 1 +
1
n

=
1

n(n + 1)
> 0. (Un) est croissante.

Pour toutn, Vn+1 − Vn = 1 +
(

1
3

)n+1 − 1 −
(

1
3

)n =
(

1
3

)n ( 1
3 − 1

)
= − 2

3

(
1
3

)n
< 0. (Vn) est d́ecroissante. De plus,

lim
n→+∞

Un − Vn = − 1
n
−
(

1
3

)n = 0 (car−1 < 1
3 < 1). Les suites sont adjacentes.

2-6 Suites récurrentes : Un+1 = f (Un)

Si une suite(Un) définie parUn+1 = f (Un) admet une limite ŕeellel et si la fonctionf est continue sur un intervalle contenant
l alors on al = f(l).
( l est une solution de l’équationx = f(x) )
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I Exemple :

Soit (Un), la suite d́efinie parU0 = 1 etUn+1 =
Un

4
+ 3 .

a) Repŕesenter graphiquement les premiers termes de la suite :

On trace d’abord la représentation graphique de la fonctionf définissant la relation de récurrence (ici on af(x) =
x

4
+ 3) et la

droite d’́equationy = x.
On part deU0 en abscisse : l’ordonnée du point de la courbe correspondantà cette abscisse nous donneU1 [(1) sur le graphique] .
Pour d́eterminerU2 = f (U1), il nous faut rabattreU1 sur l’axe des abscisses [(2)sur le graphique] en utilisant la droite d’́equation
y = x .
Dès lors,U2 est l’ordonńee du point de la courbe d’abscisseU1 [(3) sur le graphique].
Pour poursuivre la construction, on réṕete le proćed́e en rabattantU2 sur l’axe des abscisses...

(1)

(2)

(3)

y=x

U U

U

U

1 2

1

2

U0

y=
4
x +3

 0

 0

b) Montrer par ŕecurrence que la suite est majorée par 4 :
au rang 0 :U0 = 1 6 4.

on suppose la propriét́e vraie au rangp, c’està dire queUp 6 4. Alors
Up

4
6 1 ⇒ Up

4
+ 3 6 4 ⇒ Up+1 6 4.

La propríet́e est alors vraie au rangp + 1. Elle est donc vraie pour toutn.
c) Montrer que la suite est croissante et conclure sur sa convergence :

Pour toutn, Un+1 −Un =
Un

4
+ 3−Un =

3
4

(4− Un) > 0 carUn 6 4. La suite est donc croissante et comme elle est majorée,

elle converge.
d) Déterminer la limite de la suite :

La suite converge vers un réell et la fonctionf définie parf(x) =
x

4
+3 est continue surR, doncl est une solution de l’équation

x = f(x) ⇔ x =
x

4
+ 3 ⇔ 3

4
x = 3 ⇔ x = 4.

L’ équation admettant 4 comme unique solution, on en déduit que lim
n→+∞

Un = 4 .

3 Etude de fonction

3-1 Parité - Périodicité

• f est paire siDf est syḿetrique par rapport̀a 0 et sif(−x) = f(x) pour toutx ∈ Df . La courbe dans un repère orthogonal est
symétrique par rapport̀a l’axe des ordonńees.
• f est impaire siDf est syḿetrique par rapport̀a 0 et sif(−x) = −f(x) pour toutx ∈ Df . La courbe dans un repère orthogonal
est syḿetrique par rapport̀a l’origine.
• une fonctionf définie surR est ṕeriodique de ṕeriodeT si f(x + T ) = f(x) pour toutx. La courbe dans un repère orthogonal
est invariante par la translation de vecteurT

−→
i .
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3-2 Axe et centre de symétrie

• Cf admet la droite d’́equationx = a comme axe de syḿetrie dans un rep̀ere orthogonal si pour touth tel quea ± h ∈ Df ,
f(a + h) = f(a− h).

• Cf admet le pointΩ (a,b) comme centre de syḿetrie dans un rep̀ere orthogonal si pour touth tel que a ± h ∈ Df ,
f(a + h) + f(a− h)

2
= b.

3-3 Limites

Les quatres cas de forme indétermińee sont :

+∞︷︸︸︷
( ) +

−∞︷︸︸︷
( ) ;

±∞︷︸︸︷
( )×

0︷︸︸︷
( ) ;

±∞︷︸︸︷
( )
( )︸︷︷︸
±∞

;

0︷︸︸︷
( )
( )︸︷︷︸

0

Polynômes et fonctions rationnelles en±∞ :
on met la plus grande puisssance dex en facteur en haut et en bas, puis on simplifie.

Situation en+∞ :
lim

x→+∞
lnx = +∞ ; lim

x→+∞
ex = +∞

x

ex

ln x

α

(α>0)

• Exemples :

lim
x→+∞

lnx√
x

= 0 (le plus fort est en bas)

lim
x→+∞

ex

x2
= +∞ (le plus fort est en haut)

Méthode ǵenérale: Mettre le plus fort en facteur en haut et en bas.

I Exemple :

lim
x→+∞

ex + lnx

x + 1
= lim

x→+∞

ex

x
·
(
1 + ln x

ex

)(
1 + 1

x

) = +∞ car lim
x→+∞

ex

x
= +∞ et lim

x→+∞

lnx

ex
= 0

Situation en−∞ :
lim

x→−∞
ex = 0 ; lim

x→−∞
xα · ex = 0 (α > 0)

Méthode ǵenérale: on essaie de faire apparaı̂tre ces limites.
Si cela ne suffit pas, on peut essayer le changement de variableX = −x

Situation en0 :

lim
x→0
x>0

lnx = −∞ ; lim
x→0
x>0

xα · lnx = 0 (α > 0) ; lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1 ; lim
x→0

ex − 1
x

= 1

lim
x→0

sinx

x
= 1 ; lim

x→0

cos x− 1
x

= 0

Méthode ǵenérale: on essaie de faire apparaı̂tre ces limites.

Si cela ne suffit pas, on peut essayer le changement de variableX =
1
x
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• Dans le cas d’une forme indétermińee du type

0︷︸︸︷
( )
( )︸︷︷︸

0

, on peut essayer d’utiliser la propriét́e suivante :

Si f est d́erivable ena alors lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a

= f ′(a) .

• Pour les expressions avec racine carrée, on peut essayer de multiplier en haut et en bas par l’expression conjuguée pour lever la
forme ind́etermińee.

3-4 Asymptotes

• Si lim
x→a

f(x) = ±∞ alors la droite verticale d’équationx = a est asymptotèaCf .

• Si lim
x→±∞

f(x) = b alors la droite horizontale d’équationy = b est asymptotèaCf .

• Si lim
x→±∞

f(x)− (ax + b) = 0 alors la droite d’́equationy = ax + b est asymptote obliquèaCf .

• De façon ǵeńerale, si lim
x→±∞

f(x)− g(x) = 0 alors les courbesCf etCg sont asymptotes.

• Pour d́eterminer la position relative entre deux courbesCf etCg, onétudie le signe def(x)− g(x) (méthode aussi valable pour
les asymptotes horizontales et obliques) :
- si f(x)− g(x) > 0 pour toutx d’un intervalleI, alorsCf est sitúee au dessus deCg surI.
- si f(x)− g(x) 6 0 pour toutx d’un intervalleI, alorsCf est sitúee en dessous deCg surI.

3-5 Dérivabilité - Tangente

• f est d́erivable ena si lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a

existe et est́egaleà un ŕeel.

• si la limite n’existe que pourx > a, f n’est d́erivable qu’̀a droite.
• si la limite n’existe que pourx < a, f n’est d́erivable qu’̀a gauche.

• Si f est d́erivable ena alors unéequation de la tangenteàCf au point d’abscissea est :
y = f(a) + f ′(a)(x− a)
• Pour d́eterminer les abscisses deséventuels points deCf où la tangente est parallèleà une certaine droite d’équationy = mx+p,
il suffit de ŕesoudre l’́equationf ′(x) = m. (les coefficients directeurs devantêtreégaux)

3-6 Continuité - Equation f(x) = k

• f est continue en un pointa d’un intervalleI ⊂ Df si f admet une limite ena et si lim
x→a

= f(a).
• Si f est d́erivable ena alorsf est continue ena.

• Si f estcontinue et strictement croissanteou strictement décroissantesur un intervalleI et si k ∈ f(I) alors l’équation
f(x) = k admet une unique solutionx0 dansI.
• Pour d́eterminer une valeur approchée dex0, on utilise la ḿethode du ”balayage”.

I Exemple : la fonctionf définie parf(x) = x + ex est continue et strictement croissante surI = [0,1] carf est d́erivable et
f ′(x) = 1 + ex > 0 surI. De plus2 est compris entref(0) et f(1). On peut donc en conclure que l’équationf(x) = 2 admet
une unique solutionx0 dans[0,1].
Pour d́eterminer une valeur approchée dex0 à10−1 près, on balaye l’intervalle avec un pas de0,1 :

x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

f(x) 1 1,2 1,4 1,6 1,9 2,1

On a arr̂et́e les calculs après0,5 car2 a ét́e ”franchi” parf(x).
En effet, d’apr̀es le tableau,f(0,4) < 2 < f(0,5). On peut donc en d́eduire que :0,4 < x0 < 0,5.
Conclusion :
0,4 est une valeur approchée dex0 par défaut à10−1 près.
0,5 est une valeur approchée dex0 par excésà10−1 près.
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4 Logarithme et Exponentielle

• lnx n’existe que six > 0

• Si a > 0 et b > 0 :

ln(ab) = ln a + ln b ; ln
(

1
a

)
= − ln a ; ln

(a

b

)
= ln a− ln b ; ln (aα) = α ln a ; ln

√
a =

1
2

ln a

• ln e = 1 ; ln 1 = 0 ; lnx < 0 si 0 < x < 1 ; lnx > 0 si x > 1

• (lnx) ′ =
1
x

; (lnu) ′ =
u ′

u
(u > 0)

• ln a = ln b ⇔ a = b ; ln a < ln b ⇔ a < b ; ln a 6 ln b ⇔ a 6 b

• y = ex ⇔ ln y = x ; ln (ex) = x ; eln x = x (pourx > 0)

• Pour toutx, ex > 0 ; e0 = 1 ; e1 = e

• Pour tous ŕeelsa et b : ea · eb = ea+b ;
1
ea

= e−a ;
ea

eb
= ea−b (ea)α = eaα

• (ex) ′ = ex ; (eu) ′ = u ′eu

• ea = eb ⇔ a = b ; ea < eb ⇔ a < b ; ea 6 eb ⇔ a 6 b

• Pour leséquations et ińequations avec logarithme, ne pas oublier de commencer par définir les conditions d’existence (les ex-
pressions contenues dans un logarithme doiventêtre strictement positives).

I Exemples d’́equations et d’ińequations:

• lnx + ln 2 = 5. Condition d’existence :x > 0.
Avec cette condition :

lnx + ln 2 = 5 ⇔ ln (2x) = 5 ⇔ 2x = e5 ⇔ x =
e5

2
. S =

{
e5

2

}
• ln (x + 2) 6 1. Condition d’existence :x + 2 > 0 ⇔ x > −2.
Avec cette condition :
ln (x + 2) 6 1 ⇔ x + 2 6 e ⇔ x 6 e− 2. S = ]−2; e− 2]

• e2x − 2ex − 3 = 0 ⇔ X2 − 2X − 3 = 0 avecX = ex.
∆ = 16 ; X = −1 ouX = 3.
D’où, ex = −1 (impossible) ouex = 3 ⇔ x = ln 3. S = {ln 3}

• ex < 5e−x ⇔ ex <
5
ex
⇔ e2x < 5 (carex > 0) ⇔ 2x < ln 5 ⇔ x <

ln 5
2

. S =
]
−∞;

ln 5
2

[
.

5 Primitives

• F est une primitive def sur un intervalleI si F est d́erivable surI et si pour toutx deI, F ′(x) = f(x).
• Si F0 est une primitive def sur intervalleI alors toutes les primitives def surI sont de la formeF (x) = F0(x) + C où C est
une constante réelle.
• Toute fonction continue sur un intervalleI admet des primitives surI.

I Exemple :
Soitf définie surR parf(x) = 2x. f est continue surR, elle y admet donc des primitives.
Uneprimitive def surR est la fonctionF définie parF (x) = x2 (car pour toutx, F ′(x) = f(x)).
Lesprimitives def surR sont les fonctionsF définies parF (x) = x2 + C.
La primitive def surR qui s’annule pourx = 1 est la fonctionF définie parF (x) = x2 − 1.

Bac S c©P.Brachet - www.xm1math.net 9



Primitives des fonctions usuelles

f définie par primitives surI I

f(x) = a F (x) = ax + C R

f(x) = xn (n ∈ N) F (x) =
xn+1

n + 1
+ C R

f(x) =
1
xn

(n ∈ N;n > 1) F (x) =
−1

(n− 1)xn−1
+ C ]−∞; 0[ ou ]0;+∞[

f(x) =
1√
x

F (x) = 2
√

x + C ]0;+∞[

f(x) = cos x F (x) = sin x + C R

f(x) = sin x F (x) = − cos x + C R

f(x) =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x F (x) = tanx + C

]
−π

2
+ kπ; +

π

2
+ kπ

[
(k ∈ Z)

f(x) =
1
x

F (x) = lnx + C ]0;+∞[

f(x) = ex F (x) = ex + C R

f(x) = xα (α ∈ R;α 6= −1) F (x) =
xα+1

α + 1
+ C ]0;+∞[

Primitives : formules ǵeńerales

forme def primitives def exemples

f(x) = αU ′(x) + βV ′(x) F (x) = αU(x) + βV (x) + C
f(x) = 3x2 + 2x + 1

F (x) = x3 + x2 + x + C

f(x) = U ′(x) · [U(x)]n (n ∈ N) F (x) =
[U(x)]n+1

n + 1
+ C

f(x) = 4(4x + 1)2

F (x) =
(4x + 1)3

3
+ C

f(x) =
U ′(x)
[U(x)]n

(n ∈ N;n > 1;U(x) 6= 0)
F (x) =

−1
(n− 1) [U(x)]n−1 + C

f(x) =
3x2

(x3 + 1)2

F (x) =
−1

x3 + 1
+ C

f(x) =
U ′(x)√

U(x)
(U(x) > 0) F (x) = 2

√
U(x) + C

f(x) =
3√

3x + 2
F (x) = 2

√
3x + 2 + C

f(x) = U ′(x) · cos [U(x)] F (x) = sin [U(x)] + C
f(x) = 4x cos(2x2 + 1)

F (x) = sin(2x2 + 1) + C

f(x) = U ′(x) · sin [U(x)] F (x) = − cos [U(x)] + C
f(x) = 5 sin(5x)

F (x) = − cos(5x) + C

f(x) =
U ′(x)
U(x)

(U(x) 6= 0)
F (x) = ln [U(x)] + C (si U(x) > 0)

F (x) = ln [−U(x)] + C (si U(x) < 0)

f(x) =
2x

x2 + 1
F (x) = ln(x2 + 1) + C

f(x) = U ′(x) · eU(x) F (x) = eU(x) + C
f(x) = −2xe−x2

F (x) = e−x2
+ C

f(x) = U ′(x) · [U(x)]α

(α ∈ R;α 6= −1;U(x) > 0)
F (x) =

[U(x)]α+1

α + 1
+ C

f(x) = 2x(x2 + 1)
3
2

F (x) =
2
5
(x2 + 1)

5
2 + C

• Recherche pratique d’une primitive :
Pour les fonctions usuelles, on utilise directement les formules.
Pour autres fonctions, il faut d’abord identifier la((forme)) qui ressemble le plus̀a la fonction. Si on a la forme exacte, on utilise
directement la formule correspondante. Dans le cas contraire, onécrit la forme exacte qu’il faudrait pour la fonctionf et on
rectifie en multipliant par le coefficient adéquat.
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I Exemples :

1) Soitf définie parf(x) = cos
(
4x +

π

6

)
. f est continue surR, elle y admet donc des primitives.

On cherchèa utiliser la((forme)) u ′ cos u (dont une primitive estsinu).

La ((forme exacte)) serait 4︸︷︷︸
u ′

cos
(
4x +

π

6

)
︸ ︷︷ ︸

cos u

. Onécrit donc quef(x) =
1
4︸︷︷︸

coefficient

× 4 cos
(
4x +

π

6

)
︸ ︷︷ ︸

forme exacte

.

Une primitive def surR est doncF définie parF (x) =
1
4︸︷︷︸

coefficient

× sin
(
4x +

π

6

)
︸ ︷︷ ︸

sin u

.

2) Exemple((classique)) : primitive sur]0;+∞[ def définie parf(x) =
lnx

x
.

Il suffit d’ écrire quef(x) =
1
x
× lnx. On a alors la forme exacteu ′u (dont une primitive est

u2

2
).

Une primtive def sur]0;+∞[ est doncF définie parF (x) =
(lnx)2

2
.

• Détermination d’une primitive dont on connaı̂t la forme :
I Exemple :
Soitf définie parf(x) = (4x + 1)ex. On demande de chercher une primitive def surR sous la forme d’une fonctionF définie
parF (x) = (ax + b)ex.
Il suffit de dire que l’on doit avoir, pour toutx, F ′(x) = f(x).
Ce qui donne :aex + (ax + b)ex = (4x + 1)ex (pour toutx)
⇔ ax + (a + b) = 4x + 1 (pour toutx)
D’où, on doit avoira = 4 eta + b = 1 (par identification des deux polynômes).
On obtienta = 4 et b = −3. Une primitive est doncF définie parF (x) = (4x− 3)ex.

6 Intégration

Soitf une fonction continue sur un intervalleI :

• Pour tousa et b deI,
∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a) où F est une primitive def surI.

• Pour touta deI, la fonctionF définie parF (x) =
∫ x

a

f(t) dt est la primitive def surI qui s’annule pourx = a.

I Exemple :
∫ e

1

lnx

x
dx =

[
(lnx)2

2

]e

1

=
(ln e)2

2
− (ln 1)2

2
=

1
2

.

Propri étés de l’intégrale :
Pourf etg continues sur un intervalleI et poura, b et c deI :

•
∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx.

•
∫ b

a

f(x) dx +
∫ c

b

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx (Relation de Chasles)

•
∫ b

a

(f + g)(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx +
∫ b

a

g(x) dx (linéarité de l’int́egrale)

• Pour tout ŕeelk,
∫ b

a

(kf)(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx (linéarité de l’int́egrale)

• Si a 6 b et sif(x) > 0 sur[a,b] alors
∫ b

a

f(x) dx > 0

• Si a 6 b et sif(x) 6 0 sur[a,b] alors
∫ b

a

f(x) dx 6 0

• Si a 6 b et sif(x) 6 g(x) sur[a,b] alors
∫ b

a

f(x) dx 6
∫ b

a

g(x) dx

• Si a 6 b et sim 6 f(x) 6 M sur[a,b] alorsm(b− a) 6
∫ b

a

f(x) dx 6 M(b− a) (inégalit́e de la moyenne)
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Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Si f est continue sur[a,b], la valeur moyenne def sur[a,b] estégaleà
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

Int égration par parties
Pouru etv dérivables sur un intervalleI contenanta et b telles que leurs d́erivées soient continues surI :∫ b

a

u(x) v ′(x) dx = [u(x) v(x)]ba −
∫ b

a

u ′(x) v(x) dx

En ǵeńeral, le but de la manoeuvre est de se débarrasser du terme qui gêne pour la recherche d’une primitive. Sif(x) est de la
forme(polynôme)ex ou (polynôme) sinx ou (polynôme) cos x, il est conseilĺe de prendreu(x) = polynôme.
I Exemples :

1)
∫ π

0

2x︸︷︷︸
u

cos x︸ ︷︷ ︸
v′

dx = [ 2x︸︷︷︸
u

sinx︸︷︷︸
v

]π0 −
∫ π

0

2︸︷︷︸
u′

sinx︸︷︷︸
v

dx = 0− [−2 cos x]π0 = −4

2) Un cas classique :∫ e

1

lnx dx =
∫ e

1

lnx︸︷︷︸
u

× 1︸︷︷︸
v′

dx = [ lnx︸︷︷︸
u

× x︸︷︷︸
v

]e1 −
∫ e

1

1
x︸︷︷︸
u′

× x︸︷︷︸
v

dx = e− [x]e1 = e− e + 1 = 1

Calculs d’aires
f etg sont deux fonctions continues sur[a,b].
• Si pour toutx ∈ [a,b], f(x) 6 g(x) alors l’aire de la partie du plan comprise entre les courbes def etg et les droites d’́equation

x = a etx = b estégaleà
∫ b

a

g(x)− f(x) dx enunit és d’aire.

(((intégrale de la plus grande moins la plus petite)))
• Si pour toutx ∈ [a,b], f(x) > 0 alors l’aire de la partie du plan comprise entre la courbe def , l’axe des abscisses et les droites

d’équationx = a etx = b estégaleà
∫ b

a

f(x) dx enunit és d’aire.

• Si pour toutx ∈ [a,b], f(x) 6 0 alors l’aire de la partie du plan comprise entre la courbe def , l’axe des abscisses et les droites

d’équationx = a etx = b estégaleà−
∫ b

a

f(x) dx enunit és d’aire.

I Remarques :
• Pour avoir l’aire encm2, il faut multiplier le ŕesultat en unit́es d’aire par la valeur en cm d’une unité sur l’axe des abscisses et
par la valeur en cm d’une unité sur l’axe des ordonnées.
• Pour d́eterminer l’aire entre une courbe et l’axe des abscisses, il faut d’abordétudier le signe de la fonction sur l’intervalle en
question.
• Pour d́eterminer l’aire entre deux courbes, il faut d’abordétudier leur position relative sur l’intervalle en question.

7 Equations différentielles

• Dire quef est une solution sur un intervalleI de l’équation diff́erentielley ′ = a y (a 6= 0) signifie que, pour toutx de I,
f ′(x) = a f(x).
• Les solutions dansR de l’équation diff́erentielley ′ = a y (a 6= 0) sont les fonctions d́efinies parf(x) = C eax où C est un ŕeel
quelconque.

I Exemple :
Les solutions dansR de l’équation diff́erentielley ′ = −3 y sont les fonctions d́efinies parf(x) = C e−3x .

• Dire quef est une solution sur un intervalleI de l’équation diff́erentielley ′ = a y + b (a 6= 0) signifie que, pour toutx deI,
f ′(x) = a f(x) + b.

• Les solutions dansR de l’équation diff́erentielley ′ = a y + b (a 6= 0) sont les fonctions d́efinies parf(x) = C eax − b

a
où C

est un ŕeel quelconque.
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I Exemple :

Les solutions dansR de l’équation diff́erentielley ′ = 2 y + 3 sont les fonctions d́efinies parf(x) = C e2x − 3
2

.

• Exemples classiques d’équations différentielles se ramenant aux formes pŕećedentes

I Exemple 1 :

a) Montrer queg définie parg(x) = 2x +
1
2

est une solution de l’équation diff́erentielle(E) : y ′ + 2y = 4x + 3.

Pour toutx, g ′(x) + 2g(x) = 2 + 4x + 1 = 4x + 3. g est bien une solution de(E).
b) Montrer que dire quef est une solution de(E) équivautà dire que(f − g) est une solution de l’équation diff́erentielle
(E ′) : y ′ + 2y = 0.
f solution de(E) ⇔ f ′(x) + 2f(x) = 4x + 3 (pour toutx)
⇔ f ′(x) + 2f(x) = g ′(x) + 2g(x) (pour toutx) carg est une solution de(E)
⇔ (f − g) ′(x) + 2(f − g)(x) = 0 (pour toutx)
⇔ (f − g) est une solution de(E ′).
c) Ŕesoudre(E ′) et en d́eduire les solutions de(E).
Les solutions de(E ′) sont d́efinies parf0(x) = Ce−2x. f solution de(E) ⇔ (f − g)(x) = f0(x) (pour toutx).

Donc, les solutions de(E) sont d́efinies parf(x) = f0(x) + g(x) = Ce−2x + 2x +
1
2

.

I Exemple 2 :

a) Montrer que dire quef est une solution de(E) : y ′ + 2y = y2 à valeurs strictement positiveséquivautà dire que
1
f

est une

solution de(E ′) : y ′ = 2y − 1.

Commef est d́erivableà valeurs strictement positives,
1
f

est aussi d́erivable.

1
f

solution de(E ′) ⇔
(

1
f

)
′ = 2

(
1
f

)
− 1 ⇔ −f ′

f2
=

2
f
− 1

⇔ −f ′ = 2f − f2 ⇔ f ′ + 2f = f2 ⇔ f solution de(E).
b) Ŕesoudre(E ′) et en d́eduire les solutions de(E).

Les solutions de(E ′) sont d́efinies parf0(x) = Ce2x +
1
2

.

Donc, les solutions de(E) sont d́efinies parf(x) =
1

f0(x)
=

1
Ce2x + 1

2

.

8 Complexes

8-1 Forme algébrique - Calculs dans C

• Tout complexe s’́ecrit de façon unique sous la forme algébriquez = a + ib (a et b réels) aveci2 = −1.
• a est la partie ŕeelle (notation :Re(z)) et b est la partie imaginaire (notation :Im(z)).

•

{
a + ib = a′ + ib′

a, b ,a′ ,b′ réels
⇔

{
a = a′

b = b′

• Le conjugúe dez estz = a− ib.
• Pourécrire un quotient de complexes sous forme algébrique, on multiplie en haut et en bas par le conjugué du d́enominateur
(s’il n’est pas ŕeel).

• z + z′ = z + z′ ; z · z′ = z · z′ ;
( z

z′

)
=

z

z′
(z′ 6= 0).

I Exemples :

• 2 + i

3 + 2i
=

(2 + i)(3− 2i)
(3 + 2i)(3− 2i)

=
6− 4i + 3i− 2i2

32 + 22
=

8− i

13

• Résolution de l’́equation
1 + iz

z
= −1 + 3i :

Pourz 6= 0, on obtient :1 + iz = (−1 + 3i)z ⇔ 1 = (−1 + 2i)z ⇔ z =
1

−1 + 2i
=
−1− 2i

12 + 22
=
−1− 2i

5
.

• Résolution de l’́equation(1 + i)z = z − 2 + 3i :
En posantz = x + iy (x ety réels), on a :
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(1 + i)(x + iy) = x− iy − 2 + 3i ⇔ (x− y) + i(x + y) = (x− 2) + i(−y + 3) ⇔

{
x− y = x− 2

x + y = −y + 3
⇔

{
x = −1

y = 2
D’où, z = −1 + 2i.

Résolution deaz2 + bz + c = 0 (a, b et c réels) :∆ = b2 − 4ac

• Si ∆ > 0, deux solutions ŕeelles :z1 =
−b−

√
∆

2a
etz2 =

−b +
√

∆
2a

.

• Si ∆ = 0, une solution ŕeelle double :z1 = − b

2a
.

• Si ∆ < 0, deux solutions complexes conjuguées :z1 =
−b− i

√
−∆

2a
etz2 =

−b + i
√
−∆

2a
.

I Exemple :z2 + z + 1 = 0

∆ = −3 =
(√

3i
)2

. Deux solutions :z1 =
−1− i

√
3

2
etz2 =

−1 + i
√

3
2

.

I Remarque :On factorise les polyn̂omes dansC comme dansR.

8-2 Forme trigonométrique - Module et arguments

Pourz = a + ib (a et b réels) :
• Le module dez est :|z| =

√
a2 + b2 =

√
zz.

• Si z 6= 0, tout ŕeelθ tel que


cos θ =

a

|z|

sin θ =
b

|z|

est un argument dez. On notearg z = θ + 2kπ (k ∈ Z)

• Pour toutθ, on poseeiθ = cos θ + i sin θ.

|eiθ| = 1 ; (eiθ) = e−iθ ; ei(θ+2kπ) = eiθ ; eiθ · eiθ′ = ei(θ+θ′) ;
1

eiθ
= e−iθ ;

eiθ

eiθ′
= ei(θ−θ′) ;

(
eiθ
)n = einθ

• Si un complexe non nul admetr comme module etθ comme argument alorsz = r · eiθ

(forme trigonoḿetrique ou forme exponentielle)
• Si z = r · eiθ avecr > 0 alors|z| = r etarg z = θ + 2kπ.
• r · eiθ = r′ · eiθ′ (avecr > 0 et r′ > 0) ⇔ r = r′ etθ = θ′ + 2kπ.

I Exemple de passage de la forme algébriqueà la forme trigonoḿetrique :

Soitz =
√

3 + i. |z| =
√

(
√

3)2 + 12 = 2.

 cos θ =
√

3
2

sin θ =
1
2

⇒ θ =
π

6
. D’où z = 2ei π

6 .

I Exemple de passage de la forme trigonométriqueà la forme alǵebrique :

z = 4ei π
4 = 4

(
cos
(π

4

)
+ i sin

(π

4

))
= 4

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
= 2

√
2 + i2

√
2.

I Autres exemples classiques d’utilisation de la forme trigonométrique :
• Calcul de(1− i)12. Il est hors de question de faire le calcul sous forme algébrique.
On d́etermine d’abord la forme trigonoḿetrique dez = 1− i :

|z| =
√

12 + 12 =
√

2.


cos θ =

1√
2

=
√

2
2

sin θ = − 1√
2

= −
√

2
2

⇒ θ = −π

4
. D’où z =

√
2 · e−i π

4 .

Ainsi, (1− i)12 = z12 =
(√

2
)12 · e−i 12π

4 = 64 · e−i3π = 64 (cos (−3π) + i sin (−3π)) = −64

• Soitz1 =
√

2 + i
√

2 etz2 =
√

3 + i.

Calculer la forme trigonoḿetrique dez1, z2 et
z1

z2
. En d́eduire la valeur decos

( π

12

)
et sin

( π

12

)
.

Réponse : En calculant le module et un argument dez1 etz2, on montre quez1 = 2ei π
4 et quez1 = 2ei π

6 .

On en d́eduit que
z1

z2
=

2ei π
4

2ei π
6

= ei(π
4−

π
6 ) = ei π

12 .
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Ainsi
π

12
est un argument de

z1

z2
. Or,

z1

z2
=
√

2 + i
√

2√
3 + i

=

(√
2 + i

√
2
) (√

3− i
)

4
=

(√
6 +

√
2
)

+ i
(√

6−
√

2
)

4
.

Donc,cos
( π

12

)
=

Re
(

z1
z2

)
∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
√

6 +
√

2
4

et sin
( π

12

)
=

Im
(

z1
z2

)
∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
√

6−
√

2
4

• Résolution de l’́equationz3 = 1 :

En posantz = r · eiθ, on doit avoirr3 · ei3θ = 1 · ei0 ⇔ r3 = 1 et3θ = 2kπ ⇔ r = 1 etθ =
2kπ

3
.

Les trois solutions sont donc :

1 · ei0 = 1 ; 1 · ei 2π
3 = −1

2
+ i

√
3

2
et1 · ei 2π

3 = −1
2
− i

√
3

2
(en prenantk = 0, k = 1 etk = 2).

• Formule de Moivre :
(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ).
En d́eveloppant le premier membre et en identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtientcos(nθ) et
sin(nθ) en fonction decos θ et sin θ.

• Formules d’Euler :

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
; sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
.

I Exemple: linéarisation decos3 x

cos3 x =
(

eix + e−ix

2

)3

=
ei3x + e−i3x + 3eix + 3e−ix

8
=

2 cos(3x) + 6 cos(x)
8

=
1
4

cos(3x) +
3
4

cos(x)

8-3 Complexes et géométrie

Le plan complexe est muni d’un repère orthonorḿe direct
(
O,
−→
i ,
−→
j
)

.

• L’affixe du pointM(x,y) estzM = x + iy.

• L’affixe du milieu I de[AB] estzI =
zA + zB

2
.

• L’affixe deG le barycentre de(A,a) (B,b) (C,c) estzG =
a · zA + b · zB + c · zC

a + b + c
(a + b + c 6= 0).

• L’affixe du vecteur−→u (x,y) estz−→u = x + iy.
• z−−→

AB
= zB − zA ; z−→u +−→v = z−→u + z−→v ; zk−→u = k · z−→u

• Si M est d’affixez alors|z| = OM etarg z =
(−→

i ,
−−→
OM

)
(z 6= 0).

• Si−→u est d’affixez alors|z| = ‖−→u ‖ etarg z =
(−→

i ,−→u
)

(z 6= 0).

��

��

��

z|  |
arg z

M

i

j

O O i

j

u

uz
uzarg

• AB = |zB − zA| ;
(−→

i ,
−−→
AB
)

= arg (zB − zA) (avecA 6= B)

•
(−−→
AB,

−−→
CD

)
= arg

(
z−−→
CD

z−−→
AB

)
(avecA 6= B etC 6= D)
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Conśequences :

• (AB)//(CD) ⇔ arg

(
z−−→
CD

z−−→
AB

)
= 0 + 2kπ ouπ + 2kπ ⇔

z−−→
CD

z−−→
AB

réel (A 6= B etC 6= D)

• (AB) ⊥ (CD) ⇔ arg

(
z−−→
CD

z−−→
AB

)
=

π

2
+ 2kπ ou−π

2
+ 2kπ ⇔

z−−→
CD

z−−→
AB

imaginaire pur (A 6= B etC 6= D)

• A, B, C alignés⇔ arg

(
z−→
AC

z−−→
AB

)
= 0 + 2kπ ouπ + 2kπ ⇔

z−→
AC

z−−→
AB

réel (A 6= B etA 6= C)

• L’ensemble des pointsM d’affixe z tels que|z − zA| = r (r > 0) est le cercle de centreA et de rayonr.
• L’ensemble des pointsM d’affixe z tels que|z − zA| = |z − zB | (zA 6= zB) est la ḿediatrice du segment[AB].
• L’ensemble des pointsM d’affixe z tels quearg (z − zA) = θ + 2kπ est la demi-droite partant deA (mais ne contenant pas

A) dirigée par le vecteur−→u tel que
(−→

i ,−→u
)

= θ

Complexes et transformations :(M est d’affixez, M ′ est d’affixez′ etΩ est d’affixeω)
• z′ = z + b ⇔ M ′ est l’image deM par la translation de vecteur−→u dont l’affixe estb.
• z′ − ω = eiθ(z − ω) ⇔ M ′ est l’image deM par la rotation de centreΩ et d’angleθ.
• z′ − ω = k(z − ω) ⇔ M ′ est l’image deM par l’homoth́etie de centreΩ et de rapportk.

8-4 Caractérisation d’un réel et d’un imaginaire pur

• z est ŕeel⇔ Im(z) = 0 ⇔ z̄ = z ⇔ z = 0 ouarg z = 0 + 2kπ ouarg z = π + 2kπ.

• z est imaginaire pur⇔ Re(z) = 0 ⇔ z̄ = −z ⇔ z = 0 ouarg z =
π

2
+ 2kπ ouarg z = −π

2
+ 2kπ.

I Exemples :
• Détermination de l’ensembleE des pointsM d’affixe z tels que(2 + i)z + 3− 4i soit imaginaire pur.
On posez = x+iy (x ety réels).2iz+3−4i imaginaire pur⇔ (2+i)(x+iy)+3−4i imaginaire pur⇔ (2x−y+3)+i(x+2y−4)
imaginaire pur⇔ 2x− y + 3 = 0. E est donc la droite d’équationy = 2x + 3.

• Détermination de l’ensembleE des pointsM d’affixe z tels que
z − i

z − 2
soit ŕeel.

SoitA d’affixe i etB d’affixe 2.
z − i

z − 2
réel⇔ z = i ouarg

(
z − i

z − 2

)
= 0 + 2kπ ouarg

(
z − i

z − 2

)
= π + 2kπ (avecz 6= 2).

Ce quiéquivautàM = A ou
(−−→
MB,

−−→
MA

)
= 0 + 2kπ ouπ + 2kπ (avecM 6= B).

E est donc la droite(AB) privée du pointB.

9 Probabilités

9-1 Généralités

Lors d’une exṕerience aĺeatoire :
• L’universΩ est l’ensemble des résultats possibles.
• Un événementA est une partie de l’univers.
• Un événement́elémentaire est uńevénement ne comportant qu’un seulélément.
• L’ événement contraire de l’événementA est l’événement not́eA formé de tous leśeléments deΩ n’appartenant pas̀aA.
• L’ événementA ∩B (not́e aussi((A etB))) est l’événement forḿe deśeléments deΩ appartenant̀aA et àB.
• L’ événementA∪B (not́e aussi((A ouB))) est l’événement forḿe deśeléments deΩ appartenant au moinsà l’un desévénements
A ouB.
• DeuxévénementsA etB sont dits incompatibles siA ∩B = ∅.
• Si Ω = {e1,e2, · · · ,en} et sià chaque ŕesultat possibleei on associe un nombrep(ei) tel que0 6 p(ei) 6 1 etp(e1) + p(e2) +
· · ·+ p(en) = 1, on dit que l’on a d́efini une loi de probabilit́e surΩ.
• La probabilit́e d’unévénement est la somme des probabilités deśevénementśelémentaires qui le constituent.
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Pour touśevénementsA etB :
• p (∅) = 0 ; p (Ω) = 1
• 0 6 p(A) 6 1 ; p

(
A
)

= 1− p(A) ; p(A ∪B) = p(A) + p(B)− p(A ∩B)
(si A etB sont incompatibles,p(A ∪B) = p(A) + p(B))

• Dans le cas de l’équiprobabilit́e,p(A) =
nb d′éléments de A
nb d′éléments de Ω

=
nb de cas favorables
nb de cas possibles

I Exemple :Tirage au hasard d’une carte dans un jeu de 32 cartes avec lesévénements :

p(la carte tiŕee est un roi) =
4
32

=
1
8

p(la carte tiŕee est un coeur) =
8
32

=
1
4

p(la carte tiŕee est un roi etun coeur) =
1
32

p(la carte tiŕee est un roi ouun coeur) =
1
8

+
1
4
− 1

32
=

11
32

9-2 Variable aléatoire

Une variable aĺeatoireX définie sur un universΩ est une fonction quìa cahque ŕesultat possible associe un réel. Les valeurs
possibles deX sont not́eesxi. La probabilit́e queX prenne la valeurxi est not́eep (X = xi) oupi.

• Définir la loi de probabilit́e deX, c’est donner (sous forme d’un tableau) la probabilité de chacun deśevénementsX = xi.

• Esṕerance math́ematique deX : E(X) =
n∑

i=1

pixi = p1x1 + · · ·+ pnxn

• Variance deX : V (X) =
(

n∑
i=1

pi(xi)2
)
− (E(x))2 = p1(x1)2 + · · ·+ pn(xn)2 − (E(x))2

• Ecart-type deX : σ(X) =
√

V (x)

I Exemple :On lance 3 fois de suite un dé. Le joueur perd 3 euros s’il obtient au moins un multiple de 3 et il gagne 6 euros dans
le cas contraire.X est la variable aléatoireégale au gain du joueur.
Loi de probabilit́e deX : X ne peut prendre que les valeurs -3 et 6.

On ap(X = 6) =
4× 4× 4
6× 6× 6

=
8
27

etp(X = −3) = 1− p(X = 6) =
19
27

x -3 6

p(X = x)
19
27

8
27

E(X) = −3× 19
27

+ 6× 8
27

= −1
3

; V (X) = 9× 19
27

+ 36× 8
27
− 1

9
=

152
9

et σ(X) =
√

152
9

=
2
√

38
3

9-3 Probabilités conditionnelles

DÉFINITION

Etant donńe deuxévénementsA etB (B 6= ∅) d’un universΩ :

• On appelle probabilit́e deB sachantA, le réel not́epA(B) tel quepA(B) =
p(A ∩B)

p(A)

PROPRÍETÉ

Pour touśevénements non videsA etB :
• 0 6 pA(B) 6 1 ; pA

(
B
)

= 1− pA(B)

• Dans le cas de l’équiprobabilit́e,pA(B) =
nb de cas favorables pour A ∩ B

nb de cas favorables pour A
• p(A ∩B) = p(A)× pA(B) = p(B)× pB(A)

PROPRÍETÉ

Formule des probabilités totales
Si A1, A2, · · · , An sont deśevénements non vides deuxà deux incompatibles et dont l’union estégaleà Ω (on dit alors qu’ils
forment une partition de l’univers) alors pour toutévénementB:
• p(B) = p (A1 ∩B) + · · ·+ p (An ∩B) = p(A1)× pA1(B) + · · ·+ p(An)× pAn

(B)
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I Représentationà l’aide d’un arbre pondéré

B

B

B

B

A3

A2

A1

B

B

p(A1)

p(A3)

p   (B)A1

p   (B)
A2

p   (B)
A2

p   (B)
A3

p   (B)
A3

p   (B)
A1

p(A2)
= p(B)

+ p(A2     B)

p(A1     B)

+ p(A3     B)

U

U

U

p(A1) x p   (B)A1
= p(A1     B)

U

somme égale à 1

I Règles de construction et d’utilisation des arbres pond́erés :
• Sur les premìeres branches, on inscrit lesp (Ai).
• Sur les branches du typeAi −→ B, on inscritpAi

(B).
• Le produit des probabilités inscrites sur chaque branche d’un chemin donne la probabilité de l’intersection deśevénements
plaćes sur ce chemin.
• La somme des probabilités inscrites sur les branches issues d’un même nœud estégaleà 1 (loi des nœuds).
• La probabilit́e d’unévénementE est la somme des probabilités des chemins qui aboutissentàE.

I Exemple : Un sac contient des jetons de trois couleurs, la moitié de blancs, le tiers de verts et le sixième de jaunes.50% des
jetons blancs,30% des jetons verts et40% des jetons jaunes sont ronds. Tous les autres jetons sont carrés. On tire au hasard un
jeton.
a) Construction de l’arbre :

rond

carré

B

V

J

rond

carré

rond

carré

0,4

0,6

0,7

0,3

0,5

0,5

3
1

1

2

6
1

b) Sachant que le jeton tiré est blanc, quelle est la probabilité pour qu’il soit carŕe?
La lecture directe de l’arbre nous donne quepB(C) = 0,5.
c) Quelle est la probabilit́e pour que le jeton tiŕe soit rond?

p(R) =
1
2
× 0,5 +

1
3
× 0,3 +

1
6
× 0,4 =

5
12

.

d) Sachant qu’il est rond, quelle est la probabilité pour qu’il soit blanc?

pR(B) =
p(B ∩R)

p(R)
=

1
2 × 0,5

5
12

=
3
5

.
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9-4 Indépendance en probabilité

DÉFINITION

• DeuxévénementsA etB sont dits ind́ependants sip(A ∩B) = p(A)× p(B).
• Ce qui revient̀a dire quepA(B) = p(B) oupB(A) = p(A)

I Conśequence :Si l’on rép̀eten fois dans les m̂emes conditions la m̂eme exṕerience et si ces expériencesA1, A2, · · · , An sont
indépendantes, alors la probabilité de l’́evénementA1 ∩A2 ∩ · · · ∩An estégale au produitp(A1)× p(A2)× · · · × p(An).

I Exemple :Si on lancen fois un d́e, la probabilit́e d’obtenirn fois un nombre pair est́egalà (0,5)n.

DÉFINITION

SoitX etY deux variables aléatoires d́efinies sur le m̂eme univers.
•X etY sont dites ind́ependantes si pour tous les entiersi etj possibles, leśevénements(X = xi) et(Y = yj) sont ind́ependants,
c’està dire sip ((X = xi) ∩ (Y = yj)) = p(X = xi)× p(Y = yj).

I Exemple :On lance deux d́es :X désigne la somme etY le produit des 2 nombres obtenus.

p(X = 2) =
1
36

(un seul cas favorable : (1,1) etp(Y = 3) =
2
36

=
1
18

(deux cas favorables : (1,3) et (3,1)

Donc,p(X = 2)× p(Y = 3) =
1
36
× 1

18
=

1
648

Or, p ((X = 2) ∩ (Y = 3)) = 0 (événements incompatibles). Donc, les variables ne sont pas indépendantes.

10 Combinatoire

10-1 Tirage successif avec remise . p-liste

Une urne contient 3 jetons : un rouge noté R, un vert not́e V et un bleu not́e B. On tire un jeton, que l’onremet dans l’urne avant
de tirer un deuxìeme jeton.
Dans ce genre de tirage, on tient compte de l’ordre (il y a clairement un premier et un deuxième jeton) et un m̂eme jeton peut-être
tiré plusieurs fois.

2ème tirage

1er tirage

R V B R V B R V B

R V B

Par rapport̀a l’ensemble des 3 jetons{R,V,B}, un ŕesultat de ce tirage ((V,R) par exemple) est appelé2-liste.
Il y a : 3× 3 =(nb de choix possibles pour le 1er tirage)× (nb de choix possibles pour le 2ème tirage)= 9 tirages possibles.
De façon plus ǵeńerale :
DÉFINITION

• Unep-liste d’éléments d’un ensemble fini E est une liste ordonnée dep éléments de E.
• Elle est le ŕesultat dep tirages successifs avec remise d’unélément de E.
• Dans unep-liste, unélément de E peut apparaı̂tre plusieurs fois ou pas du tout.
• Dans unep-liste, on tient compte de l’ordre :(V,R) et (R,V ) sont deux 2-listes diff́erentes.

PROPRÍETÉ

Le nombre dep-listes d’un ensemble E den éléments est́egalà :np

I Exemple 1 :Si on tire 5 fois de suite et avec remise une carte dans un jeu de 32 cartes, on a325 tirages possibles.

I Exemple 2 :Un code de carte bancaire comporte 4 chiffres. Le nombre de codes possibles estégalà104 = 10000.
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10-2 Tirage successif sans remise . Arrangement . Permutation

Notre urne contient toujours 3 jetons : un rouge noté R, un vert not́e V et un bleu not́e B. On tire un jeton puis un deuxièmesans
remettre le premier dans l’urne.
Dans ce genre de tirage, on tient compte de l’ordre (il y a clairement un premier et un deuxième jeton) et un m̂eme jeton ne peut
pasêtre tiŕe plusieurs fois.

2ème tirage

1er tirage

B R B R

R V B

V V

Par rapport̀a l’ensemble des 3 jetons{R,V,B}, un ŕesultat de ce tirage ((V,R) par exemple) est appeléarrangementde 2 jetons.
Il y a : 3× 2 =(nb de choix possibles pour le 1er tirage)× (nb de choix possibles pour le 2ème tirage)= 6 tirages possibles.
De façon plus ǵeńerale :
DÉFINITION

• Un arrangement dep éléments d’un ensemble fini E est unep-liste d’éléments de Edeux à deux distincts.
• Il est le ŕesultat dep tirages successifs sans remise d’unélément de E.
• Dans un arrangement, unélément de E ne peut apparaı̂tre au plus qu’une seule fois.
• Dans un arrangement, on tient compte de l’ordre :(V,R) et (R,V ) sont deux arrangements différents.
• Dans un ensemble comportantn éléments, il ne peut y avoir d’arrangements dep éléments que sip 6 n. (on ne peut pas faire
plus den tirages successifs sans remise).

PROPRÍETÉ

Le nombre d’arrangements dep éléments d’un ensemble E comportantn éléments est́egalà :

Ap
n = n× (n− 1)× · · · × (n− p + 1) =

n!
(n− p)!

I Rappel : pour tout entiern > 1, n! = n× (n− 1)× · · · 2× 1 et par convention,0! = 1.

I Exemple 1 :Si on tire 5 fois de suite et sans remise une carte dans un jeu de 32 cartes, on a

A5
32 = 32× 31× 30× 29× 28 =

32!
27!

tirages possibles.

I Exemple 2 :Dans une course comportant 15 chevaux (on suppose qu’il n’y a pas d’ex-æquo), le nombre de tiercés dans l’ordre
que l’on peut former est́egalà

A3
15 = 15× 14× 13 =

15!
12!

.

I Remarque :Dans un ensemble E den éléments, unepermutation est un arrangement den éléments de E (c’est̀a dire une liste
ordonńee den éléments de E deux̀a deux distincts). Le nombre de permutations de E estégalà :n!.

10-3 Tirage simultané . Combinaison

Reprenons une derniére fois notre urne avec ces 3 jetons : un rouge noté R, un vert not́e V et un bleu not́e B. On tire cette-fois ci 2
jetons simultańement. Il n’y a plus d’ordre. Ce qui compte, c’est de savoir que, par exemple, on a un jeton rouge et un jeton vert.
Par rapport au tirage préćedent sans remise,(V,R) et (R,V ) repŕesente le m̂eme ŕesultat. Il ne reste donc plus que 3 tirages pos-
sibles :
avoir un jeton rouge et un jeton vert, avoir un jeton rouge et un jeton bleu et avoir un jeton vert et un jeton bleu.
Par rapport̀a l’ensemble E des 3 jetons{R,V,B}, les ŕesultats de ce tirage simultané sont appeléscombinaisonsde 2 jetons. Ils
correspondent aux partiesà 2éléments de E.
De façon plus ǵeńerale :
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DÉFINITION

• Une combinaison dep éléments d’un ensemble fini E est une partie de E comportantp éléments. L’ordre deśeléments n’a
aucune importance.
• Elle est le ŕesultat du tirage simultané dep éléments de E.
• Dans une combinaison, unélément de E ne peut apparaı̂tre au plus qu’une seule fois.
• Dans un ensemble comportantn éléments, il ne peut y avoir de combinaisons dep éléments que sip 6 n. (on ne peut pas tirer
simultańement plus den éléments de E).

PROPRÍETÉ

Le nombre de combinaisons dep éléments d’un ensemble E comportantn éléments est́egalà :(
n
p

)
=

n!
p!(n− p)!

I Exemple 1 :Si on tire simultańement 5 cartes dans un jeu de 32 cartes, on a
(
32
5

)
=

32!
5! · 27!

tirages possibles.

I Exemple 2 :Combien de comit́e de 3 membres peut-onélire parmi une assemblée de 20 personnes?

Réponse :
(
20
3

)
=

20!
3! · 17!

10-4 Propriétés des combinaisons - Formule du binôme

PROPRÍETÉ

Pour tout entier natureln :
(n
0 ) = 1 ; (n

1 ) = n ; (n
n) = 1

Pourp entier tel que0 6 p 6 n,
(
n
n−p

)
=
(
n
p

)
Pourp entier tel que1 6 p 6 n,

(
n−1
p−1

)
+
(
n−1
p

)
=
(
n
p

)

• Conśequence :
p=0 p=1 p=2 p=3 p=4

1 1

3n=3 3 1

n=2 1

n=0 1

n=1

2 1

1

n=4 1 4 146

+

+

Calcul des combinaisons
de proche en proche par
le triangle de Pascal

PROPRÍETÉ

Formule du binôme :Pour tous complexesa et b et pour tout entiern > 1,

(a + b)n = (n
0 ) an + (n

1 ) an−1 b + · · ·+
(
n
p

)
an−p bp + · · ·+

(
n
n−1

)
a bn−1 + (n

n) bn.

Avec la notation somme :(a + b)n =
n∑

p=0

(
n
p

)
an−p bp

I Exemple :(2 + x)4 = 1 · 24 + 4 · 23 · x1 + 6 · 22 · x2 + 4 · 21 · x3 + 1 · x4 = 16 + 32x + 24x2 + 4x3 + x4.

I Conśequence :
Le nombre total de parties d’un ensemble den éléments est́egalà2n.
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En effet, ce nombre estégalà la somme :
nombre des parties̀a 0élément+ nombre des parties̀a 1élément+ · · ·+ nombre de parties̀an éléments
= (n

0 ) + (n
1 ) + · · ·+ (n

n) = (1 + 1)n = 2n

11 Lois de probabilités

11-1 Loi binomiale

DÉFINITION

•On appelléepreuve de Bernoullitoute exṕerience aĺeatoire ne pŕesentant que deux issues possibles (contraires l’une de l’autre).
• On appellesch́ema de Bernoullitoute ŕeṕetition d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

I Exemples :
• Lancer une pìece avec pour issues contraires((pile)) et ((face)) est unéepreuvede Bernoulli. Lancer notre pièce 10 fois est un
sch́emade Bernoulli (on ŕep̀ete l’épreuve de Bernoulli) .
• Jouer au Loto en s’intéressant aux́evénements contraires((avoir les 6 bons nuḿeros)) et ((ne pas avoir les 6 bons numéros)) est
uneépreuvede Bernoulli. Par contre, si on s’intéresse aux quatresévénements((avoirn bons nuḿeros)) (3 6 n 6 6), ce n’est plus
uneépreuve de Bernoulli.
I Remarques :
• Les deux issues contraires d’uneépreuvede Bernoulli se note en géńeral S (pour ((succ̀es))) et S (ou E pour ((échec))). La
probabilit́e queS soit ŕealiśe est not́e en ǵeńeralp (la probabilit́e deS est alors(1− p), qui est aussi quelquefois notéeq).
• Pour s’assurer que l’on a bien affaireà unsch́emade Bernoulli, il faut v́erifier que chaque expérience prise isolément n’admet
que deux issues possibles (contraires l’une de l’autre), que le((succ̀es)) a toujours la m̂eme probabilit́e d’apparâıtre et qu’il y a
bien ind́ependance entre chacune desépreuvesde Bernoulli successives.

DÉFINITION - PROPRÍETÉS

Etant donńe uneépreuve de Bernoulli òu la probabilit́e d’obtenir un succ̀esS estp et le sch́ema de Bernoulli consistantà ŕep̀eter
n fois de manìere ind́ependante cettéepreuve.
Si noteX la variable aĺeatoire quià chaque issue possible du schéma de Bernoulli associe le nombre de fois où est apparu un
succ̀esS, la loi de probabilit́e deX est appeĺeeloi binomiale de param̀etresn etp et est not́eeB(n,p).

S

S

S

S

S

S
p

1−p

p

p

1−p

1−p

épreuvesn
• Probabilit́e d’obtenirk succ̀es :p(X = k) = (n

k ) pk (1− p)n−k

(k entier tel que :0 6 k 6 n)
• Esṕerance deX : E(X) = np
• Variance et́ecart-type deX : V (X) = np(1− p) ; σ(X) =

√
np(1− p)

I Exemple 1 :On lance un d́e normal 10 fois de suite et on s’intéresse au nombreX de fois òu l’on a obtenu le chiffre 6. Cela
correspond̀a un sch́ema de Bernoulli consistantà ŕeṕeter 10 fois l’́epreuve de Bernoulli òu S est l’événement((obtenir un 6)) et
dont la probabilit́e estp = 1

6 . X repŕesente en fait le nombre de fois où est apparu un((succ̀es)). La loi de probabilit́e deX est
donc une loi binomiale de paramètresn = 10 etp = 1

6 .

La probabilit́e d’obtenir 8 fois le chiffre 6 est donc :p(X = 8) =
(
10
8

) (1
6

)8 (5
6

)2

L’espérance deX (nombre moyen de fois où on obtient le chiffre 6) est :E(X) = 10× 1
6

=
5
3
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11-2 Exemples de lois de probabilités continues

DÉFINITION

Etant donńef une fonction d́efinie, continue et positive sur un intervalleI telle que :

• si I = [a,b] alors

b∫
a

f(t) dt = 1

• si I = [a, +∞[ alors lim
x→+∞

x∫
a

f(t) dt = 1

On dit qu’une variable aléatoireX suit la loi de probabilit é continue de densit́ef sur I si pour tous ŕeelsx ety deI :

• p(x 6 X 6 y) =

y∫
x

f(t) dt.

• p(X 6 x) =

x∫
a

f(t) dt .

• p(X > x) = 1−
x∫

a

f(t) dt.

(on a les m̂emes ŕesultats avec des inégalit́es strictes)

I Remarque :la probabilit́ep(X 6 x) repŕesente((l’aire sous la courbe)) det 7→ f(t) pourt ∈ [a,x] .

DÉFINITION

• Si la densit́ef est d́efinie surI = [0,1] parf(t) = 1, la loi de probabilit́e est diteloi uniforme sur[0,1].

• Si la densit́e f est d́efinie surI = [0, +∞[ par f(t) = λe−λt (λ > 0), la loi de probabilit́e est diteloi exponentiellede
param̀etreλ sur[0, +∞[.

I Remarque :On a bien

1∫
0

1 · dt = 1 et lim
x→+∞

x∫
0

λe−λt dt = 1.

I Exemple 1 :
Une variable aĺeatoireX suit la loi uniforme sur[0,1].
On a alors :

p(0,1 6 X 6 0,3) =
∫ 0,3

0,1

1 dt = [t]0,3
0,1 = 0,3− 0,1 = 0,2

p(X < 0,5) =
∫ 0,5

0

1 dt = 0,5

p(X > 0,6) = 1−
∫ 0,6

0

1 dt = 1− 0,6 = 0,4

p(X = 0,4) =
∫ 0,4

0,4

1 dt = 0

I Exemple 2 :
La duŕee de vieX (en heures) d’un composantélectronique suit la loi exponentielle de paramètreλ = 0,0006 sur[0, +∞[.

a) La probabilit́e qu’un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie inf́erieureà 1000 heures est donnée par :

p(X < 1000) =
∫ 1000

0

0,0006e−0,0006t dt =
[
−e−0,0006t

]1000
0

= 1− e−0,6.

b) La probabilit́e qu’un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie suṕerieureà 500 heures est donnée par :

p(X > 500) = 1−
∫ 500

0

0,0006e−0,0006t dt = 1−
[
−e−0,0006t

]500
0

= e−0,3.

Bac S c©P.Brachet - www.xm1math.net 23



12 Statistique : adéquation de données à une loi équirépartie

PROPRÍETÉ

Soit uneépreuve conduisant aux issuesa1, a2, · · · ,aq.

On noteN = a1 + a2 + · · ·+ aq etf1 =
a1

N
,f2 =

a2

N
, · · · , fq =

aq

N
, les fŕequences correspondantes aux différentes issues.

On consid̀ere alors le nombred2 =
(

f1 −
1
q

)2

+
(

f2 −
1
q

)2

+ · · ·+
(

fq −
1
q

)2

.

(fi repŕesente la probabilité de l’issueai et
1
q

repŕesente ce que serait cette même probabilit́e si l’exṕerienceétait conforme au

mod̀ele de la loi uniforme)

Expérimentalement, si on rép̀eten fois cetteépreuve(n > 100), on obtient une śerie statistique forḿee par lesn valeurs ded2

obtenues.
En notantD9 le neuvìeme d́ecile de cette śerie, on a la propriét́e suivante :
• Si d2 6 D9, alors on dit que les données sont compatibles avec le modèle de la loi uniforme avec un risque d’erreur inférieurà
10%.
• Si d2 > D9, alors on dit que les données ne sont pas compatibles avec le modèle de la loi uniforme avec un risque d’erreur
inférieurà 10%.
(Rappel : On appelle neuvième d́ecile d’une śerie statistique, le nombre noté D9 tel que 90% des valeurs de la série statistique
soient inf́erieures oúegalesà D9)

I Exemple :
Un sac contient plusieurs milliers de pièces de monnaie de 3 types : des pièces de 10 centimes, des pièces de 20 centimes et des
pièces de 50 centimes. On effectue, au hasard, 400 prélèvements d’une pièce avec remise et on obtient les résultats suivants :

Pièce 10 centimes 20 centimes 50 centimes

Effectifs 146 118 136

1) La valeur ded2 assocíeeà cette exṕerience est :

d2 =
(

146
400

− 1
3

)2

+
(

118
400

− 1
3

)2

+
(

136
400

− 1
3

)2

≈ 0,0025

2) Pour savoir si on peut considérer que le sac contient autant de pièces de chaque type avec un risque d’erreur inférieurà 10%,
on proćedeà 1000 simulations sur ordinateur de l’opération consistant au tirage avec remise de 400 pièces. A chaque simulation
on calcule la valeur ded2 et on obtient la ŕepartition suivante :

Valeur de400d2 [0; 0,5[ [0,5; 1[ [1; 1,5[ [1,5; 2[ [2; 2,5[ [2,5; 3[

Effectifs 539 235 122 51 41 12

Cherchons une valeur approchéeà 0,5 pr̀es par d́efaut du neuvìeme d́ecile de la śerie des400d2 :
539 + 235 + 122 repŕesente moins de 90% de l’effectif alors que539 + 235 + 122 + 51 repŕesente plus de 90% de l’effectif. Le
neuvìeme d́ecile est donc dans l’intervalle[1,5; 2[. Une valeur approch́eeà 0,5 pr̀es par d́efaut est donc1,5.

On en d́eduit qu’une valeur approchée du neuvìeme d́ecile de la śerie desd2 estD9 =
1,5
400

= 0,00375.

Commed2 6 D9, on peut consid́erer que les donńees sont compatibles avec le modèle de la loi uniforme avec un risque d’erreur
inférieurà 10% c’est̀a dire que le sac contient autant de pièces de chaque type avec un risque d’erreur inférieurà 10% .
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