Cet exemple illustre une situation classique :

Dans le cas ou f est une fonction continue sur [a , b] et si
f(a) et f(b) sont de signes contraires alors ['équation
f(x) = 0 admet au moins une solution dans [a, b] .

(En effet, si f(a) et f(b) sont de signes contraires alors O e [f(a),f(b)]

et on peut appliquer les théorémes précédents.)
Résolution de I'équation x* + x-1=0
|

La fonction définie par
x> f(x)=x*+x-1 est déri-
vable sur [0; 1]. Sa dérivée
f'(x)=3x*+1 est strictement
positive sur [0 ; 1], par consé-
quent f est strictement
croissante sur [0 ; 1].
Puisque f est dérivable sur
[0; 1] elle est également
continue sur cet intervalle.
Enfin
f(0)=-1<0etf(1)=1>00n
en déduit que I'équation
x*+x-1=0 admet une so-
lution unique dans lintervalle
[0;1].

En appliquant le méme raisonnement a lintervalle [0,6;0,770nen

déduit qu’une valeur approchée de la solution a 0,5 prés est : 0,65.
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[Fonctions continues sur un intervalle
Soit fune fonction définie sur un intervalle 7 de R et soit a un
réel de 1.
e f est continue en a signifie que f admet une limite en a
égale a f(a)
e fest continue sur [ signifie qu’elle est continue en tout réel
de L

Remarque : Si f est continue sur /, on peut dessiner sa représentation gra-
phique sans lever le crayon.
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f est continue sur [-1,2] f n’est pas continue en 1

héoreme 1

Les fonctions polynéme, fractions rationnelles, x> +ax+b ,

X sin(ax+b), x—Inx, x> e* ainsi que celles obtenues

a partir de leurs sommes, produits , quotients ou composition
sont continues sur tout intervalle ou elles sont définies.

Si une fonction est dérivable sur un intervalle I alors elle est
continue sur I.

La réciproque de ce théoreme est en général

Remarque : fausse

Théoréme 3 dit « des valeurs intermédiaires »|

Si fest continue sur un intervalle fermé | =[ a;b| alors f(I) est

un intervalle fermé : f(I)=[ m;M] m étant le minimum de f
sur / et M son maximum sur 1. Alors pour tout réel k de
lintervalle [ m;M | I'équation f(x) = k admet au moins une so-
lution dans [ a,b]

Corollaire : Théoréeme de la bijection : Si de plus fest stric-
tement monotone sur [a, b] alors cette solution est unique.

lo L’image par f de l'intervalle [a,b] n’est pas, en généraI,I

Pintervalle [f(a) , f(b)].

IConséquences - Résolution d’équations|

Utilisation du Théoréme des valeurs intermédiaires et
de son Corollaire : Théoréme de la bijection

Bijection — Fonction réciproque|

Le théoréme précédent se généralise aux intervalles|

lim f lim f
ouverts en remplacant f(a) ou f(b) par s ou b (X).

Par convention, les fleches obliques d’un tableau de va-
riations traduisent la continuité et la monotonie stricte.
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Dans ces 2 situations, on dit que f est une bijection de|

d

.b ,d .

0] sur [e.d] (les bornes de ces intervalles peuvent
étre ouvertes ou fermées et a, b, ¢ ,d peuvent étre des|
valeurs « infinies »). Il est alors possible de définir la

fonction réciproque de f notée /' par :‘

{eetoed) = befosl ;




