Exercicel:
CORRECTION - PONDICHERY MARS 2005

1. Pour tout entier naturel n non nul, u,+; <0,9u, <

n+1

10
— n+nN<1,91"Y = ( ) £1,9 (1+—) <1,9.
n

1 1\°
2. (a) La fonction 1+ — étant dérivable sur [1 ; +oo[, la fonction f I'est aussi et f’(x) = 10(1 + —) X
X X

(2o

Donc f est décroissante sur [1; +oo[. On a f(1) =

10

210 =1.

1+-—
X

1
, lim 1+—=1,dou lim
X—+00 X X—+00
(b) Conclusion f est continue (car dérivable) et décroissante de 21031, donc bijective. Il existe donc
un unique réel a de [1; +ool tel que f(a) =1,9.
(c) Avec la calculatrice on trouve que f(15) > 1,9 et f(16) <1,9. Donc ng = 16.

10

1
(d Onan>=162a= f(n) < f(16) < f(a) soit (1+— <1,9= up1 < up.
n

3. (a) D’aprés la question 1. et pour tout entier 7 supérieur a 16
10
(1 + —) <19 <= uu1<0,9%u,.
n

Donc la suite (1) est décroissante a partir du rang 16.
(b) Comme de plus u, > 0 la suite (u;) converge vers un réel supérieur ou égal a zéro.

4. e Initialisation : on a u;6 < 0,95% 1.
o Hérédité : hypothese 0 < 1, < 0,95 16u;. D’apres la question 1.
0 < ups1 0,951, <0,95% 0,95 1615 <= 0< Uy <0,95" P uyg. Donc la propriété est vraie au
rang 7 + 1. On a donc pour tout naturel 7 supérieur ou égal 2 16 : 0 < u,, < 0,95 014,
Or 0,95"716 est le terme général d'une suite géométrique de raison telle que —1 < 0,95 < 1. Donc
lim 0,95"7!6 = 0. D’apres 'encadrement démontré par récurrence et d’apres le théoreme des « gen-

n—+oo
darmes »

lim u,=0.
n—+oo

Exercice Il :
CORRECTION AMERIQUE NORD JUIN 2005

1. f estune fraction rationnelle, donc dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de défini-

tion, et :
2(x+1)-QRx+1) 1

= >
(x+1)2 (x+1)2
Donc f est croissante sur [0;2], et comme f est continue I'image de [1;2] par f est
[f(1); f@)]=13;3] < [1;2], ainsi :

fl(x) =

sixe[l; 2] alors f(x)e[1; 2]

2. (a

(b) Soit Py, la proposition de récurrence : 1 < v, < 2.
Comme vy = 2 alors Py est vraie.
Supposons P, vraie, alors 1 < v, < 2, donc 1 < f(v,) < 2, d'aprés la relation démontrée a la
question 1.
Ainsi si P, est vraie alors P, est vraie, mais Py est vraie, donc pour tout n, P, est vraie.



(c)

(d)

(e)

Ainsi pour tout entier naturel n, 1 < v, <2.

Soit Q; la proposition de récurrence :v,1+; < vy,

Or vy = f(vg) = f(2) = % donc v; < vg. Donc Qg est vraie.

Supposons Q;, vraie, alors v,;1 < vy, mais v, et v,41 sont deux nombres de [0; 2], donc comme
f est croissante sur [0; 2], alors :

FWns1) < f(0p) © vpg2 < Vpnsa

Donc Qy,4+ est vraie.
Ainsi, si Q, est vraie alors Q] est vraie, mais Q est vraie, donc pour tout n, Q,, est vraie.
Ainsi pour tout entier naturel n, v+ < Vj.

On admettra que I'on peut démontrer de la méme fagon que :
Pour tout entier naturel n, 1 < u,; < Upe1 < 2.

20,+1 2u,+1
v,+1 B u,+1
Quuy+1D)(vy+1)—Quuy+1)(vy+1)
(vp+D(uy+1)
2upvy + Uy +2v,+1-2uyv, —2uy—v,—1
(up+1)(vy+1)

Un+l —Up+1 =

Un - un
(vp+ 1) (uy+1)
Soit R, la relation de récurrence : v, — u,, >0

Or vy — ug = 2— =1, donc Ry est vraie.
Supposons R, vraie, alors vy, — u, > 0, mais :

>0
——
Un—Un

Un+l —Up+1 =
Un+1|lu,+1
—— N——
>0 >0
Donc vy41 — up41 >0.

Ainsi, si R, est vraie alors R,,1] est vraie, mais Ry est vraie, donc pour tout n, R, est vraie.
Ainsi pour tout entier naturel v, — u, > 0.

Commelgu,,gZ,alorsZgun+1<3et%< u1+1 S%.
n
A 1 1 1
De méme, 3 < T < 3.
Or
Untl1—Ups1 = ———————— > Upt1 —Upy1 S ———
(Vn+D(up+1) 4

En procédant par récurrence, on démontre que pour tout entier naturel 7 :

1

n
Un—Un < (‘) (vo — up)
4 ——
=1

Comme la suite (u,) est croissante (1, < U,+1) €t majorée par 2, alors u est convergente.
Comme la suite (v,) est décroissante (v, 2> v,+1) et minorée par 1, alors v est convergente.

n
Comme -1 < i <1, alors lim (—) =0
n—+oo\ 4



et comme pour tout entier naturel n, 0 < v, — U, <

4
alors d’aprés le théoreme des gendarmes :
lim v,—u,=0 = lim v,= lim u,
n—-+oo ~~— n—+oo n—+oo

u et v convergent

Donc les suites (uy) et (v;) convergent vers le méme réel a.
Comme f est continue, u,+1 = f(u,) et u converge vers a, alors :

_2a+1

a+1
< ala+1)=2a+1

a=fla) <

o a’-a-1=0
_1+V5
2

< a

1+v5

Orcommel < u,<2,a= >



