o Equations différentielles - Correctionee

EXERCICE 1 - LA REUNION JUIN 2004 6 points
1. a Onalf(W2=0=>1+[f2>1=[f'(0]*>0.
Conclusion : quel que soit x, f'(x) # 0.
b. La premiére relation appliquée a x = 0 donne [f(0)]?=1-1=0= f(0) = 0.
2. En dérivant la relation (1) :
2 () f"(x)=2f(x0) f'(x) =0 <> (car f'(x) Z0) f"(x) - f(x) =0 (4) quel que soit x € R.
3. u=f+fetv=f"-f.
a. u0)=f0)+f(0)=0+1=1
v(0)=f'(0)-f(0)=1-0=1.
b. f’ étant dérivable, u et v le sont aussi :
W=f"+f'=f+f =uetv=f"-f'=f-f' =-v.

c. On en déduit que u = K;e* et que v = Kye™* quel que soit x € R.

u-v
d. Onau—-v=f'+f-f'-(-fi=2f=>f= o
ef—e™
Quel que soit xe R, f(x) = —
4. a. Comme lim e*=0et lim e*=+0co0, lim f(x)=+oo.
X—+00 X—+00 X—+00

X

Inversement comme lim e*=0et lim e *=+oo, lim f(x)=-o0.
X——00 X——00 X——00

b. f somme de fonctions dérivables est dérivable sur R et
ex —X
)= — > 0 car e > 0 quel que soit u. La fonction f est donc croissante sur R.

X —00 +0o9
) +
+09
f
—0Q

5. a. D’apresle tableau de variations précédent, la fonction f étant continue sur R et croissante sur R, 'équation
f(x) = m, m €Raune solution unique a.

b. Application : résolution de I'équation f(x) = 3.

ef—e™* 1
Onaf(x)=3 < — =3 < ef-e =6 = ex—e—x—6=0 > [e¥]%-6e*-1=0 <> (e*-3)°—
e*-3-v10 = 0
9-1=0 *_3)2-10=0 *—-3++v10)(e*-3-v10)=0
= (-3 = (e*=3+V10) (e*~3-V10) ‘E’{ex_gﬂ/ﬁ:o‘:’
e = 3+V10
e* = 3-v10
La deuxiéme équation n’a pas de solution dans R car 3 - v'10 < 0.
La premiére implique en appliquant la fonction logarithme népérien : x =1n (3 + v/10).
Une calculatrice donne : a =~ 1,82 2 1072 prés.
EXERCICE 3 - LA REUNION JUIN 2005 4 points

1. On suppose qu'’il existe une fonction f satisfaisant la condition (C) et on considére alors la fonction g définie
sur R par g(x) = f(—x) f(x).
a. La fonction est définie sur R : comme le produit f(—x) f'(x) = 1, aucun de ces deux nombres ne peut étre
nul : la fonction ne peut s’annuler sur R (et le graphe ne peut avoir de tangente horizontale).
b. Lafonction f étant supposée dérivable, g 'est aussi et g'(x) = — f'(—x) f(x) + f(—=x) f'(x). Or f(—x) x f'(x) =
1, vraie quel que soit x € R, donc est vraie pour la valeur —x, donc f(x) x f'(-x) = 1.
Onadonc g'(x)=-1+1=0.
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c. Ilen résulte que g(x) = K(K € R).
En particulier g(0) = f(-0) x f(0) = (-4)2 =16. Donc g(x)= f(—x)f(x) = 16.
fx)
t =
e S 16 fex

1
En comparant les deux égalités on obtient : f'(x) = 6 f(x) qui signifie que f est une solution de I'équation

d. De f(—x) x f(x) =16 et f(—x) x f'(x) =1, on déduit que f’(x) = (car f(—x) #0.

1
différentielle (E) y' = 6 y. De plus la condition initale montre que f(0) = —4.

2. Question de cours

a. Classique on suppose l'existence d'une fonction g différente de f(x) = ets et on étudie la fonction h(x) =

LS avec f(x) # 0 on dérive h la dérivée est nulle donc h est constante (K) alors la fonction g cherchée est

f(x)
égalea g(x) =Kf(x) = KeTs.

b. Si y est une solution de I'équation différentielle (E), y = KeTs et la condition initiale y(0) = —4 entraine
¥(0) = K = —4. Finalement y(x) = —4eTs.

3. D’apres la question 1. f(0) = —4 et f est solution de (E). D’apres la question 2. f(x) = —4efs. On peut calculer
]. X X =X X
f(x)=-4x Eeﬁ = —Zeﬁ.. On vérifie que f(—x) x f/(x) = —4eT x —Zeﬁ =1et f(0) = —4. Conclusion : f(x) =

—4eTs est I'unique fonction de vérifiant les conditions (C).
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