BAC BLANC — Gymnase Jean Sturm
Lundi 1 février 2010

EPREUVE DE MATHEMATIQUES - Série S

Durée de I'épreuve : 4 heures
Ce sujet comporte 3 pages numérotées de 1 a 3.
Du papier millimétré est fourni pour les exercide< et 5.
L'usage de la calculatrice est autorisé (circulair®99-186 du 16-11-1999)
La qualité de la rédaction, la clarté et la préasi des raisonnements

entreront pour une part importante dans I'appréciah des copies.

Exercice 1 (7 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthoaioni'rrect(O,ﬁu,ﬂv), (unité graphique : 2 cm).
On considére la suite de nombres complexes défarie
1+iv/3
4

zo=4 et, pour tout entier natungl zn.1 = Zn.

[EEN

. On appelle M le point du plan complexe d'affixg.z

[EEN

. a. Déeterminer la forme algébrique des nombreg 7z et z3.

[EEN

. b. Construire, dans le plan complexe, les points M1, M2 et M3.

V3

L. 1+i , o
. Ecrire le nombreT sous forme trigonométrique.

N

w

. En utilisant la questiof., écrirez,.3 en fonction dep.

0d - m -
Que peut-on en déduire pour les vecteDMg, ., etOM  ?

Construire alors, dans le plan complexe, les pdy et Ms.

I

. On notepp, le module du nombrg,z
4. a. Démontrer que la suitg)n ] N €St geometrique. Préciser sa raison.
4. b. Déterminer la limite de la suit@d)n ] N, quandn tend vers ¢ ?

Que devient le point M| quandn tend vers do ?
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Exercice 2 (10 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthoalodirect (O,fj (/) ayant comme unité graphique 2 cm.

1. Résoudre dang I'équation :z -2J3z+4=0. On posea= J3+i etb=+/3-i. Ecrire a et b sous forme
trigonométriqueet placer les points A et B d'affixes respectives k.

2. a. Soitr la rotation de centre O et d'an%],e Calculer l'affixe a' du point A' image du pointparr. Ecrire

a' sous forme algébrique et placer A’ sur la fiqarecédente.

2. b. Soith I'nomothétie de centre O et de rappezlzt. Calculer l'affixe b' du point B' image du poinipBr

h. Placer B' sur la figure précédente.

3. Soit C le centre du cercle circonscrit au triar@®B' et R le rayon de ce cercle. On désigne parffixe
du point C.

3. a. Justifier les égalités suivantest = R? ; (c- 2i)(c+2i) =R? ; (c+¥—gij(é+¥+gij - R?
3. b. En déduire que-<C =2i, puis que+C = —%.

3. c. En déduire l'affixe du point C et la valeur de R.

Exercice 3 (8 points)

2
On définit, pour tout entier natunel> 0, la suite ) des nombres reels strictement positifsupar — .
2n

: u
1. Pour tout entier naturel> 0, on posg, = —.
u

n

a. Montrer quelim v, =%.

n - +oo

b. Montrer que pour tout entier nature 0, v, >% :

c. Trouver le plus petit entiéd tel que, sh= N, v, < %

d. En déduire que sh= N alorsu,,, <%un.
2. On pose, pour tout entier natunet5, S =y + Yy +...+ y.
On se propose de montrer que la sg&¢) .. est convergente.

] - 3 n-5
a. Montrer par récurrence que pour tout entier natuzed, u_ < (—j XU
4

2 n-5
b. Montrer que pour tout entier natunet 5, S < |:1+§,+(_jj + +(—jj } U

c. En déduire que pour tout entier naturel5, S <4uy.
3. Montrer que la suit€S,),.. converge.
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Exercice 4(5 points)

Pour chacune des affirmations qui suivent, indicgoer numéro, puis dire si elle est vraie ou faudse.
affirmation considérée correcte sera affirmée vsaigs justification ; une affirmation considéréeoimecte
sera prouvée fausse par un contre-exemple.

Toute bonne réponse vaut 0,5 point ; toute mauvaisense enléve 0,25 point ; toute absence de s&pon
vaut 0 point ; la note globale de I'exercice ne fpéiwe que positive ou nulle.

Numéro Affirmation

Toute suite arithmétique de raison négative asbigsante.

La suite géométrique de raison 0,45 et de pretmiare 1 est décroissante.

Toute suite géométrique de raison négative esbidéante.

Al W N

La somme des 8 premiers termes de la suite géométde I terme —; et

de raison +/3 vaut 4—90 (+/3-1).

Toute suite géomeétrique de raison — 0,5 est cgewée vers 0.

Toute suite géomeétrique de raison inférieure anverge vers 0.

Toute suite géomeétrique de raison inférieure st Hécroissante.

SiM est un majorant de la suite croissantg ( alors la suite () converge veri/.

O 0| N| O o1

. u . .
Si, pour tout natured, — > 1, alors la suité u,) est croissante.
u

n

. 2n
Si, pour tout naturel non nui, ona 2 - 1c Un <
n

+5
1 alors( u,) converge vers 2.

Exercice 5 (10 points)
Soit I'application f d&R dansR définie par :

X f(X)=-x+/ X +8.

. Démontrer qué est décroissante sur R a l'aide du signke' e

. Etudier les limites déau voisinage de l'infini et démontrer que la ceui®) représentative dedmet pour
asymptotes la droite d'équatiprr - 2x et I'axe des abscisses.

. Etudier les variations de
. Tracer (C) dans un repére orthonormé. (On prendra our unité graphique.).
. En utilisant le tableau de variation fielémontrer que pour toutde l'intervalle [1 ; 2] ona: & f(X) < 2.

. Démontrer que si 0 [1 ; 2] alorsf '(X) 0 < % . On pourra étudier le sens de variatiori de

. On note () la suite telle queug = 1 et pour touh de N :u,,, =-u, +,/u’+8. En utilisant la question 5,
montrer par récurrence que, pour tout emtjer< up < 2.

. Peut-on avec le résultat précédent conclure laezgence de la suite{) ? A I'aide de votre graphique et
de la droite d’équation = X, quelle conjecture sur la convergenceug roposez-vous ?
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